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Shrnutí
Černé dı́ry jsou objekty, v jejichž předpovědi se obecná teorie relativity
nejvı́c odchyluje od newtonovské fyziky. Procesy odehrávajı́cı́ se v jejich
blı́zkosti či nitru tradičně sloužı́ jako prověrky našeho porozuměnı́ Einstei-
nově teorii a některé z nich i jako výzva ke hledánı́ jejı́ kvantové verze.
Procesy zahrnujı́cı́ černé dı́ry se však zároveň zdajı́ být nejpřirozenějšı́m
vysvětlenı́m vlastnostı́ pozorovaných u některých astrofyzikálnı́ch zdrojů,
předevšı́m aktivnı́ch galaktických jader a rentgenových dvojhvězd, ale také
u jader většiny “normálnı́ch” galaxiı́ včetně té našı́.

O izolovaných stacionárnı́ch černých dı́rách je “téměř vše známo”,
ale jinak je tomu u děr, které interagujı́ s dalšı́ hmotou a/nebo kolem sebe
nemajı́ asymptoticky plochý prostoročas. Právě to jsou však aspekty reál-
ného astrofyzikálnı́ho prostředı́. V poslednı́m desetiletı́ rozvı́jený “téměř
lokálnı́” pojem izolovaných a dynamických horizontů slibuje, že poměry
na hranici černé dı́ry bude možné i v těchto obecnějšı́ch situacı́ch popsat
docela přesně. Vně a uvnitř horizontu je však přesné řešenı́ Einsteinových
rovnic myslitelné jen ve velmi symetrických přı́padech. Z hlediska astrofy-
zikálnı́ch aplikacı́ je jednı́m z přijatelných přiblı́ženı́ stacionarita a axiálnı́
symetrie prostoročasu, přesněji silnějšı́ požadavek jeho tzv. cirkularity.

V této práci shrnuji poznatky o polı́ch černých děr v cirkulárnı́ch
prostoročasech, které jsem zı́skal s několika svými kolegy a studenty. Roz-
děluji je do třı́ kapitol. Kapitola 5 obsahuje výsledky týkajı́cı́ se statických
superpozic černé dı́ry s axiálně symetrickými tenkými disky či toroidy, v
kapitole 6 je zmı́něn pokus o stacionárnı́ superpozici a v kap. 7 několik
zjištěnı́ o pohybu kolem izolovaných děr, speciálně o určité (“extremálně
urychlené”) třı́dě stacionárnı́ch kruhových pohybů, která byla rozpoznána
až v 90. letech. Nejdřı́ve však řadı́m kapitoly 2–4, v nichž jsou — po histo-
rickém a astrofyzikálnı́m Úvodu 1 — probrány základnı́ rysy cirkulárnı́ch
prostoročasů a černých děr a tenkých disků jako jejich možných zdrojů.
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Summary
General theory of relativity deviates the most from Newtonian physics when
predicting black holes. Processes occurring in the vicinity or interior of these
objects traditionally serve as tests of our understanding of the Einstein’s
theory, and some of them also as a challenge to search for its quantum
version. At the same time, processes involving black holes appear to be
the most natural explanation of properties observed at certain astrophysical
sources, first of all at active galactic nuclei and some X-ray binaries, but
also at the nuclei of most “normal” galaxies inclucing the our one.

“Almost everything” is known about isolated stationary black holes,
but it is different with those which interact with other matter and/or do
not live in asymptotically flat spacetime. However, these are exactly the
aspects of the actual astrophysical environment. The “almost local” notion
of isolated and dynamical horizons, developed in the last decade, promises
that even in these more general situations it will be possible to describe the
circumstances on the black-hole boundary quite accurately. But outside and
inside horizon, exact solution of Einstein’s equations is only conceivable
in highly symmetric cases. One of “still acceptable” approximations is to
assume stationarity and axial symmetry of spacetime (more precisely, its so
called circularity).

This thesis summarizes what we have observed, with several my
colleagues and students, in the fields of black holes in circular spacetimes.
The results are divided into three sections. Section 5 concerns static su-
perpositions of a black hole with axially symmetric thin discs or toroids,
in section 6 our attempt at stationary superposition is mentioned and in
section 7 some findings are added about the motion around isolated holes,
in particular about the “extremally accelerated” class of stationary circular
motions which was only recognized in the 90-ies. However, I begin with
a historic and astrophysical Introduction 1 and with sections 2–4 touching
basic features of circular spacetimes and of black holes and thin discs as
their possible sources.



1. ÚVOD 3

1 Úvod
Teorie relativity přinesla pronikavou změnu pohledu na kauzálnı́ strukturu
světa. Má-li ve všech inerciálnı́ch systémech přı́čina předcházet následku,
nesmı́ se podle speciálnı́ relativity žádný signál šı́řit rychleji než světlo. Pak
spolu ale některé události nemohou ani v zásadě kauzálně souviset. Podle
obecné relativity navı́c hmota ovlivňuje (lokálnı́) inerciálnı́ systémy tak, že
pohybovat se vůči nim rychlostı́ světla může znamenat “stát” na sféře, jejı́ž
vlastnı́ plocha se neměnı́, popř. dokonce se vyvı́jı́ opačným směrem, než
by zmı́něný pohyb napovı́dal. V prostoročasu tak mohou existovat oblasti,
které nemůže opustit žádný signál — černé dı́ry.

Historie černých děr začı́ná 22. prosince 1915, kdy Karl Schwarz-
schild pı́še Albertu Einsteinovi z ruské fronty, že našel sféricky symetrické
řešenı́ jeho měsı́c starých polnı́ch rovnic. Popisuje pole bodového zdroje a
Einstein je jı́m “machovsky” udiven. 6. února 1916 odesı́lá Schwarzschild
do Berlı́na druhý dopis, s vnitřnı́m řešenı́m pro sférickou “hvězdu” z ne-
koherentnı́ho prachu s konstantnı́ hustotou. Řešenı́ má zvláštnı́ rys: hvězda
(hmotnosti M ) nemůže být v žádném přı́padě v rovnováze, je-li jejı́ po-
loměr menšı́ než r = 2GM/c2; cokoliv, co se pod tı́mto “gravitačnı́m”
poloměrem vyskytne, včetně světla, je vtaženo do bodu r = 0. V r. 1930
naznačı́ S. Chandrasekhar, že to možná nenı́ jen akademická eventualita:
zjistı́, že “chladnou hvězdu” o hmotnosti M ∼>1.5M⊙ nemůže žádný průběh
tlaku udržet proti jejı́ vlastnı́ gravitaci. Po vyčerpánı́ jaderné energie by tedy
centra velmi hmotných hvězd měla podléhat skutečně extrémnı́ kontrakci.
Většina fyziků považuje takový závěr za absurdnı́ a irelevantnı́, a to i poté,
co J. Oppenheimer a H. Snyder v r. 1939 spočı́tajı́ průběh úplného gravi-
tačnı́ho zhroucenı́ sférické hvězdy z nekoherentnı́ho prachu pod gravitačnı́
poloměr. J. Wheeler ještě v r. 1958 raději spekuluje o tom, že se nukleony v
kolabujı́cı́m jádře hvězdy nějak přeměnı́ na zářenı́ a to odnese koncentrujı́cı́
se energii pryč. O devět let později už začne užı́vat termı́nu “černá dı́ra”. . .

Modernı́ historie černých děr začala v roce 1963, dvěma nezávislými
objevy. 5. února astronoma M. Schmidta napadlo, že podivné spektrálnı́
čáry, pozorované u nového typu zdrojů nazvaných “kvasary”, jsou čarami
běžně známými, ale posunutými neobyčejně daleko k červenému konci
spektra. Zdroje tı́m pádem musı́ být nesmı́rně vzdálené, a tedy extrémně
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svı́tivé. O pár měsı́ců později našel matematik R. Kerr řešenı́ Einsteino-
vých rovnic, o kterém se ukáže, že popisuje rotujı́cı́ černou dı́ru. Během r.
1964 navrhnou nezávisle E. Salpeter a Ja. Zeldovič, že ohromnou svı́tivost
by mohla produkovat akrece látky na velmi kompaktnı́ objekt. Na podzim
pak matematik R. Penrose upřesnı́ pomocı́ pojmu zachycených ploch zá-
kladnı́ vlastnost oblastı́ velmi silného gravitačnı́ho pole a následně zjistı́,
že uvnitř takových oblastı́ nemůže být prostoročas všude regulárnı́. “Zlatý
věk” černých děr a relativistické astrofyziky začı́ná.

Práce zpochybňujı́cı́ “realitu černých děr” (možnost regulárnı́ch ho-
rizontů) se objevujı́ i dnes, ale hlavnı́ proud výzkumu se klonı́ k tomu, že
černé dı́ry nejenže mohou existovat, ale že jejich interakce s látkou a EM
polem dokonce hraje ústřednı́ roli v těch nejzajı́mavějšı́ch astrofyzikálnı́ch
procesech — v aktivnı́ch galaktických jádrech, rentgenových dvojhvězdách
a záblescı́ch gamma. Gravitace a rotace (a EM pole) vlastně určujı́ vývoj
všech astrofyzikálnı́ch systémů. Pro jednotlivé těleso je typickým výsled-
kem jejich souhry osově symetrický tvar, zploštělý podél rotačnı́ osy. Pokud
je tlak v tomto “vertikálnı́m” směru malý, zploštı́ se těleso až na tenký disk.
Tato představa je spojena se vznikem hvězd (viz slunečnı́ soustavu) i galaxiı́.

Diskovitý tvar vytvořı́ také látka, která (s nenulovým orbitálnı́m mo-
mentem) přitéká do blı́zkosti nějakého tělesa. Je-li těleso velmi kompaktnı́,
je v jeho blı́zkosti velmi nehomogennı́ gravitačnı́ pole, takže úhlová rychlost
obı́hajı́cı́ látky musı́ směrem “dolů” rychle růst a vizkozitnı́ třenı́ sousednı́ch
orbit může disk silně ohřı́vat. Nejnehomogennějšı́ je pole kolem černých
děr, hlavně těch méně hmotných: Kretschmannův skalár, daný kvadrátem
Riemannova tenzoru a reprezentujı́cı́ tedy kvadrát gravitačnı́ch slapových
sil, vycházı́ na Schwarzschildově horizontu 3

4M4 . Vnitřnı́ část disku kolem
černé dı́ry hvězdné hmotnosti (M ∼ 10M⊙) se může zahřı́vat až na 107K
a zářit tedy v rentgenové oblasti. Z obrovské potenciálnı́ energie, se kterou
látka přitéká do blı́zkosti černé dı́ry, tak může být před jejı́m pádem pod
horizont podstatná část přeměněna na tvrdé zářenı́.

V energetice akrečnı́ch disků však zřejmě hrajı́ podstatnou roli také
elektromagnetické procesy, poněvadž poblı́ž centra je plyn ionizovaný. Je-
jich prostřednictvı́m by mohla být uvolňována nejen energie disku, ale
dokonce i rotačnı́ energie samotné dı́ry. O těchto mechanismech se uvažuje
zejména jako o “pohonech” směrových výtrysků, kterými může být látka
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vyvrhována z blı́zkosti centra — často velmi vysokými rychlostmi — podél
rotačnı́ osy disku. Kolimované “jety” se ukazujı́ být typickým projevem
akrečnı́ (magneto)hydrodynamiky; byly pozorovány u řady aktivnı́ch gala-
xiı́ a supernov, ale také u protohvězd, pulsarů a rentgenových dvojhvězd.

1.1 Interagující černé díry

Při modelovánı́ akrece je akreujı́cı́ látka nahlı́žena jako testovacı́ (předpo-
kládá se, že má vůči centru zanedbatelnou hmotnost). Akrečnı́ tok se bere
spojitý, kvazi-stacionárnı́ a osově symetrický a samozřejmě se zanedbává
vyzařovánı́ gravitačnı́ch (a většinou i elektromagnetických) vln. Centrálnı́
černá dı́ra se popisuje řešenı́m Schwarzschilda nebo Kerra — považuje se
za izolovanou a stacionárnı́ a prostoročas kolem nı́ za asymptoticky plochý.
Černé dı́ry v kosmických systémech však nemajı́ ani jednu z těchto vlast-
nostı́. Naopak, aby se dı́ra dala odhalit a studovat, musı́ být v interakci se
svým okolı́m. Některé teoretické výsledky týkajı́cı́ se černých děr také žád-
nou z uvedených vlastnostı́ nepředpokládajı́ a měly by tak být platné i pro
astrofyzikálnı́ situace. Napřı́klad tzv. zákony (termo)dynamiky černých děr
omezujı́ vývoj horizontů při jakýchkoliv dějı́ch, přičemž předpokládajı́ jen
to, že neexistujı́ nahé singularity a že veškerá hmota splňuje některou z tzv.
energetických podmı́nek (zhruba řečeno že je přitažlivá). Na druhé straně
platnost jiných závěrů zůstává v obecném přı́padě otevřená; nenı́ napřı́klad
zcela vyjasněno, zda kromě sférické topologie nemůže mı́t horizont také to-
pologii toroidálnı́. Podobně nebylo obecně prokázáno, zda mohou být v rov-
nováze dvě černé dı́ry, z nichž aspoň jedna nenı́ extrémně nabitá — otázkou
speciálně je, zda by přitažlivost hmotnostı́ děr nemohl zcela kompenzovat
odpudivý účinek jejich (souhlasných) rotačnı́ch momentů hybnosti.

Černé dı́ry — obzvláště ty velmi hmotné — jsou sice v naprosté vět-
šině situacı́ gravitačně natolik dominantnı́ vůči svému okolı́, že je v měřı́t-
cı́ch galaktických jader, resp. dvojhvězd lze nahlı́žet jako skoro stacionárnı́ a
skoro izolované a prostoročas v jejich určitém okolı́ skoro jako asymptoticky
plochý (kosmologický člen nehraje v lokálnı́m měřı́tku téměř žádný vliv). Je
však těžké vyslovit podmı́nky vět jen skoro a zjišt’ovat, jak se jejich výroky
“uvolnı́”, když se — byt’jen takto “nepatrně” — uvolnı́ jejich předpoklady. V
přı́padě výroků založených na vlastnostech stacionarity a izolovanosti se dá
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zkoumat stabilita vůči malým perturbacı́m, což však vede na obtı́žné úlohy,
zatı́m řešené jen pro velmi málo situacı́. Podobně je žádoucı́ zkoumat černé
dı́ry v asymptoticky ne-plochých, “kosmologických” prostoročasech, po-
psaných např. Friedmannovou-Lemaı̂treovou-Robertsonovou-Walkerovou
metrikou (a přı́padně studovat perturbace takových řešenı́).

V poslednı́m desetiletı́ byla ovšem zpochybněna astrofyzikálnı́ re-
levance i u některých “obecných” teorémů. Pozorovánı́ totiž ukázala, že
vesmı́rná expanze se zrychluje, a ne zpomaluje, jak by se dalo čekat z při-
tažlivosti gravitace. To patrně odpovı́dá kladnosti kosmologického členu v
Einsteinových rovnicı́ch. Má-li tento člen charakter zdrojového členu, popi-
suje kosmologická konstanta (dělená 8π) hustotu energie zatı́m neznámého
zdroje, který tvořı́ 3/4 celkové hustoty energie ve vesmı́ru. Zdroj odpovı́da-
jı́cı́ kosmologickému členu však nesplňuje silnou energetickou podmı́nku,
které využı́vajı́ např. teorémy o singularitách.

V předložené disertaci jsme se k takto obtı́žným partiı́m ani nepřiblı́-
žili. Pokusili jsme se v několika jednoduchých situacı́ch ukázat, jaký vliv
by na vlastnosti prostoročasu s černou dı́rou mohla mı́t hmota nacházejı́cı́
se vně horizontu. Vlastnı́ gravitace látky akreujı́cı́ na černou dı́ru může být
podstatná hlavně pro stabilitu akrečnı́ho toku (a tı́m ovšem vůbec pro jeho
základnı́ parametry). Tento odhad se vztahuje hlavně k (aktivnı́m) galaktic-
kým jádrům, ale i v systémech stelárnı́ velikosti se mohou přechodně objevit
“těžké” akrečnı́ struktury — dokonce o hmotnosti srovnatelné s hmotnostı́
kompaktnı́ho centra. Jedná se o disky tvořı́cı́ se v poslednı́ch fázı́ch vývoje
velmi hmotné hvězdy kolem jejı́ho kolabujı́cı́ho jádra, a extrémně husté
(neutronové) disky, vznikajı́cı́ při závěrečném splynutı́ těsného binárnı́ho
systému černé dı́ry a neutronové hvězdy nebo dvou neutronových hvězd. Na
tyto velmi dynamické peripetie je soustředěna pozornost při snaze o přı́mou
detekci gravitačnı́ch vln, nověji pak i při objasňovánı́ záblesků gama.

Teoreticky lze gravitačnı́ účinek hmoty vně černé dı́ry započı́tat v
rámci numerického, perturbačnı́ho nebo přesného řešenı́ Einsteinových rov-
nic. My budeme sledovat poslednı́ možnost, ovšem za vysokých symetriı́:
budeme předpokládat, že systém černé dı́ry a okolnı́ hmoty je stacionárnı́
a axiálně symetrický (přesněji cirkulárnı́) a že respektuje reflexnı́ symet-
rii vůči ekvatoriálnı́ rovině. Kosmologickou konstantu klademe rovnu nule
a předpokládáme asymptoticky plochý a mimo látku v okolı́ dı́ry vaku-
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ový prostoročas (speciálně nebereme v úvahu elektromagnetické pole —
černou dı́ru i okolnı́ látku pokládáme za nenabitou). Matematický zápis pro-
vádı́me v geometrizovaných jednotkách, v nichž rychlost světla a gravitačnı́
konstanta jsou rovny jedné, a dodržujeme konvence učebnice Gravitation
(Misner, Thorne, Wheeler). Na rozdı́l od samotné disertace nebudeme zde
v tezı́ch uvádět odkazy na literaturu, s výjimkou našich vlastnı́ch pracı́.
V závěru připojený seznam je ovšem “kompletnı́”, stejný jako v disertaci.
Totožné je také rozdělenı́ textu na hlavnı́ kapitoly.

2 Cirkulární prostoročasy
V této kapitole práce upřesňujeme pojmy stacionarity (přı́padně dokonce
statičnosti), axiálnı́ symetrie a cirkularity (ortogonálnı́ tranzitivity). Zhruba
řečeno, stacionarita a axiálnı́ symetrie znamenajı́ existenci Killingových
vektorových polı́ ηµ a ξµ, z nichž prvnı́ je (alespoň v určité oblasti) časupo-
dobné (ve statickém přı́padě navı́c ortogonálnı́ k nadplochám) a druhé pro-
storupodobné s uzavřenými orbitami; cirkularita znamená integrabilitu ro-
vin kolmých k rovinám definovaným Killingovými vektory. Metrika těchto
vlastnostı́ nabývá nejkratšı́ho tvaru v souřadnicı́ch Weylova (cylindrického)
typu, které jsou tvořeny parametry obou symetriı́ t a φ, definovanými vztahy

ηµ =
∂xµ

∂t
, ξµ =

∂xµ

∂φ
,

a dále ρ a z, které pokrývajı́ izotropnı́m způsobem meridionálnı́ roviny:

ds2 = −e2νdt2 + χ2e−2ν(dφ − ωdt)2 + e2λ−2ν(dρ2 + dz2) , (1)

kde funkce ν, χ, ω, λ závisejı́ jen na ρ, z. Dı́ky povaze souřadnic t a φ majı́
metrické složky gtt, gtφ, gφφ invariantnı́ význam — jsou totiž dány

gtt = gµνηµην , gtφ = gµνηµξν , gφφ = gµνξµξν .

Totéž pak platı́ i o “draggingové” funkci ω≡− gtφ

gφφ
, která popisuje úhlovou

rychlost (vůči nekonečnu), s jakou “inerciálnı́ prostor” v daném mı́stě ko-
rotuje se zdrojem (ve statickém přı́padě je ω=0), a rovněž o “lapse-funkci”

e2ν=−gtt−gtφω =−gtt−2gtφω−gφφω2 =−gµν(η
µ+ ωξµ)(ην+ ωξν).
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Základnı́m rysem prostoročasů, kterými jsme se zabývali, je centrálnı́
černá dı́ra. Černá dı́ra je oblastı́ prostoročasu, která nepatřı́ do kauzálnı́
minulosti budoucı́ho světelného nekonečna, tedy je ohraničena (budoucı́m)
horizontem událostı́. V obecné relativitě jsou známy i jiné “černoděrové”
horizonty — zdánlivý horizont jako nadplocha, na nı́ž má jedna z kolmých
světelných kongruencı́ zápornou a druhá nulovou expanzi, a podobně za-
vedený novějšı́ pojem horizontu izolovaného. V asymptoticky plochém
cirkulárnı́m prostoročase však tyto definice splývajı́ a horizont má několik
jednoduchých vlastnostı́: předevšı́m je určen (invariantně) vztahem e2ν=0,
a tudı́ž vymizı́ na něm i subdeterminant (t, φ)-části metriky

gttgφφ − (gtφ)
2 = −gφφ(−gtt − gtφω) = −gφφe2ν

(kromě horizontu je subdeterminant nulový také na ose symetrie). Pozoru-
hodné je, že ω je na horizontu všude stejná (= ωH), t.j. “horizont rotuje vůči
nekonečnu jako tuhé těleso”. V důsledku toho je horizontem Killingovým,
protože pole ηµ+ωHξµ je Killingovým polem a právě na horizontu se stává
světelným. Z tohoto “generátoru” se dá vytvořit ještě jeden skalár, který je
na horizontu všude stejný — tzv. povrchová gravitace κH. Je daná

(κH)
2≡ lim

→H

[

−1
2
(ηµ + ωHξµ);ν(η

µ + ωHξµ);ν
]

= lim
→H

[

gαβ(eν),α(e
ν),β

]

a má význam limitnı́ hodnoty velikosti zrychlenı́ rovnoměrného kruhového
pohybu (ρ, z=konst), vztažené vůči asymptotickému inerciálnı́mu času.

Dalšı́m znakem “silného pole” je statická mez. Tato plocha odděluje
oblasti, v nichž je pole ηµ časupodobné / prostorupodobné, tedy je určena
rovnostı́ gµνηµην=gtt=0, neboli e2ν=χω (≥ 0). (“Vnějšı́”) statická mez
je vždy “nad” (vnějšı́m) horizontem, jen na ose symetrie se plochy dotýkajı́;
ve statickém přı́padě, kdy gtt=−e2ν , horizont a statická mez splývajı́.

Jak ukázali Penrose a Hawking, uvnitř horizontu nutně existuje ob-
last, kde je prostoročas singulárnı́. V prostoročasech “našich” symetriı́ je
singularita lineárnı́ a má topologii kružnice; ve statickém přı́padě je bo-
dová. Singularity se však mohou objevit i na horizontu nebo venku —
v takových přı́padech znamenajı́ určitou patologii prostoročasu. Snahy o
přesná řešenı́ Einsteinových rovnic se potýkajı́ s výskytem “podpůrných
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singularit”, jejichž prostřednictvı́m teorie signalizuje, že uvažované uspo-
řádánı́ zdrojů nemůže samo o sobě zůstat takovým, jaké je předpokládáno
(např. stacionárnı́m). Nejzávažnějšı́mi jsou však singularity křivosti, které
odpovı́dajı́ mı́stům s extrémně nehomogennı́m polem. Základnı́ veličinou
je zde Kretschmannův skalár RµνκλRµνκλ, fyzikálně “kvadrát slapových
sil”, přı́padně vnitřnı́ součiny derivacı́ Riemannova tenzoru. Z Einsteino-
vých rovnic je zřejmé, že singulárnı́ budou typicky nekonečně tenké zdroje
nebo jejich okraje; potı́že však mohou nastat i mimo oblasti s nenulovým
tenzorem energie a hybnosti, např. v mı́stech kolize gravitačnı́ch vln.

2.1 Einsteinovy rovnice
Netriviálnı́ a nezávislé Einsteinovy rovnice pro metriku (1) se nejčastěji
uvádějı́ jako soustava pro funkce B (zavedené vztahem χ ≡ ρB), ω a ν:

~∇ · (ρ~∇B) = 8πρB(Tρρ + Tzz) , (2)
~∇ · (ρ2B3e−4ν ~∇ω) = −16πBe2λ−2νT t

φ , (3)

~∇ · (B~∇ν)− 1
2
ρ2B3e−4ν(~∇ω)2 = 4πBe2λ−2ν(T i

i − 2ωT t
φ − T t

t ) , (4)

kde ~∇ je gradient a ~∇· divergence v (umělém) plochém třı́rozměrném
prostoru se souřadnicemi (ρ, z, φ), v axisymetrickém přı́padě tedy ~∇X =
(X,ρ,X,z, 0) a ~∇ · ~X = ρ−1[(ρXρ),ρ + (ρXz),z]. Pokud jsou známy B, ω
a ν, lze λ spočı́tat křivkovou integracı́ z výrazů daných jejich derivacemi.

Prvnı́ rovnice pro B je lineárnı́, ale i tak ji lze vyřešit jen pro speciálnı́
Tµν . Nejsnadněji to jde v oblastech, kde je Tρρ + Tzz = 0 (to platı́ např.

pro nekoherentnı́ prach) a kde z rovnice zbývá jen B,ρρ+
2B,ρ

ρ +B,zz = 0.
Obvykle se v tom přı́padě volı́ řešenı́ B = 1 (tedy χ = ρ), při kterém v
metrice zůstanou jen 3 neznámé funkce a nezávislé rovnice pro ně vypadajı́

~∇ · (ρ2e−4ν ~∇ω) = −16πe2λ−2νT t
φ , (5)

~∇2ν =
ρ2

2e4ν
(~∇ω)2 + 4πe2λ−2ν(T φ

φ − 2ωT t
φ − T t

t ) , (6)

plus vztahy pro gradient λ. Rovnice bohužel zůstávajı́ složitě provázány a
jejich přı́močaré řešenı́ nenı́ obecně možné.
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2.2 Ernstova rovnice
Úsporný zápis Einsteinových(-Maxwellových) rovnic pro stacionárnı́ me-
triku (a EM pole) navrhl koncem 60. let F. Ernst. Zápis nabývá zvlášt’
jednoduchého tvaru, pokud je prostoročas asymptoticky plochý, axiálně sy-
metrický a cirkulárnı́ a pokud jeho zdroj navı́c splňuje T ρ

ρ + T z
z = 0 (jako

např. tenký disk bez radiálnı́ho tlaku, viz přı́štı́ kapitoly).
Ernstova formulace je těsněji než s “Carterovou-Bardeenovou” verzı́

metriky (1) spojena s verzı́ Weylovou-Papapetrouovou,

ds2 = −f(dt − Adφ)2 + f−1
[

ρ2dφ2 + e2γ(dρ2 + dz2)
]

, (7)

která již počı́tá s T ρ
ρ +T z

z = 0 (nejčastěji se volı́ ve vakuovém přı́padě) a v nı́ž
mı́sto ν, ω, λ vystupujı́ jako neznámé funkce f =−gtt = e2ν−ρ2e−2νω2,
A = − gtφ

gtt
= −ρ2e−2νω

f , e2γ = −gttgρρ = fe2λ−2ν . Einsteinovy rovnice
vedou opět na kvadraturu pro γ a pro A, f dávajı́

f ~∇ · (f2ρ−2~∇A) = −16πe2γT φ
t , (8)

f ~∇2f − (~∇f)2 + f4ρ−2(~∇A)2 = 8πfe2γ(T φ
φ + 2AT φ

t − T t
t ) . (9)

Lze je shrnout do tzv. Ernstovy rovnice f ~∇2E = (~∇E)2 pro komplexnı́
Ernstův potenciál E ≡ f + iΨ, jehož reálnou část tvořı́ f a imaginárnı́ je
dána vztahy ρΨ,ρ = f2A,z , ρΨ,z = −f2A,ρ . Rovnice se často přepisuje
také do podoby (ξξ̄ − 1)~∇2ξ = 2ξ̄(~∇ξ)2, v nı́ž ξ souvisı́ s E jednoduchým

vztahem E = ξ−1
ξ+1

(

⇔ ξ ≡ 1+E
1−E

)

a ξ̄ značı́ komplexnı́ sdruženı́ ξ.
Ernstova rovnice je klı́čem k cirkulárnı́m (elektro-)vakuovým pro-

storočasům se dvěma komutujı́cı́mi symetriemi. Bylo ukázáno, že je úplně
integrabilnı́ a pomocı́ “generačnı́ch technik” se také podařilo najı́t obecné
třı́dy jejı́ch řešenı́. Problémem zůstává řešenı́ “přı́močarým”, fyzikálně mo-
tivovaným postupem a s jasně interpretovaným výsledkem.

2.3 Regularita prostoročasu: Kretschmannův invariant
Kretschmannův invariant RµνκλRµνκλ je nejvýznamnějšı́ charakteristi-
kou křivosti prostoročasu. V obecném, stacionárnı́m přı́padě je dán velmi
dlouhým výrazem, obzvláště nenı́-li vyjádřen ve vhodných souřadnicı́ch. I
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jeho hodnota ve speciálnı́ch mı́stech se zı́skává obtı́žně — typicky sestává z
mnoha členů, jednotlivě i značně divergentnı́ch, které se přesto mohou (m.j.
dı́ky Einsteinovým rovnicı́m) celkově “vyrušit” v regulárnı́ a stručný vý-
sledek. Než přı́močarý postup — byt’podpořený programy pro algebraické
výpočty — bývá proto výhodnějšı́ uvědomit si nejdřı́ve souvislost invariantu
s jinými veličinami, jejichž chovánı́ lze mı́t lépe “pod kontrolou”.

V práci jsme skalár vyjádřili pomocı́ “3+1” rozkladu Riemannova
tenzoru. Gaussovy-Codazziho rovnice vedou pro cirkulárnı́ prostoročas k

RµνκλRµνκλ = 8
(

aiaj + ai;j − 2KimKm
j − 2Kij;κnκ

)

· (10)

·
(

akal + ak;l − 2KknKn
l − 2Kkl;λnλ

)

hikhjl +

+ 3(KijK
ij)2 − 6Ki

jK
j
kK

k
l K l

i − 8hjmhknhlpKjk;l(Kmn;p − Kmp;n) ,

kde hµν , Kµν jsou metrika a vnějšı́ křivost nadplochy t = konst a nµ, aµ

čtyř-rychlost a zrychlenı́ ZAMO-kongruence (která je k nadploše kolmá).

2.4 Statický případ

V metrice (1) je ve statickém přı́padě ω=0, takže

ds2 = −e2νdt2 + χ2e−2νdφ2 + e2λ−2ν(dρ2 + dz2); (11)

horizont splývá se statickou mezı́ a singularita je bodová (vnitřek černé dı́ry
ovšem Weylovy souřadnice nepokrývajı́). Z polnı́ch rovnic (2)–(3) zbývá

~∇ · (ρ~∇B) = 8πρB(Tρρ + Tzz), (12)
~∇ · (B~∇ν) = 4πBe2λ−2ν(T i

i − 2ωT t
φ − T t

t ). (13)

Pokud platı́ Tρρ + Tzz = 0 a lze tedy volit B = 1 (t.j. χ= ρ), zůstávajı́ v
metrice jen dvě neznámé funkce ν, λ a rovnice pro ně se zjednodušujı́ na

ν,ρρ + ν,zz +
ν,ρ

ρ
= 4πe2λ−2ν(T φ

φ − T t
t ) , (14)

λ,ρ − ρ(ν,ρ)
2 + ρ(ν,z)

2 = 4πρ(Tρρ − Tzz) , (15)

λ,z − 2ρν,ρν,z = 8πρTρz . (16)
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Mimo zdroje, kde Tµν = 0, se rovnice (14) stává Laplaceovou rovnicı́ ve
válcových souřadnicı́ch (a s axiálnı́ symetriı́) a rovnice (15), (16) majı́ řešenı́

λ =

ρ,z
∫

osa

ρ
{[

(ν,ρ)
2 − (ν,z)

2
]

dρ+ 2ν,ρν,zdz
}

, (17)

kde je třeba integrovat po dráze procházejı́cı́ výhradně vakuovou oblastı́.
Ve statickém přı́padě se podstatně zjednodušuje i Kretschmannův

skalár. Výsledek (11) se např. redukuje (dı́ky tomu, že Kµν = 0) na

RµνκλRµνκλ = 8 (aiaj + ai;j)(akal + ak;l)h
ikhjl =

8

e2ν
(eν)|ij(e

ν)|ij .

2.5 Okrajové podmínky
Regularita geometrie na ose, na horizontu a v radiálnı́m nekonečnu klade
určité požadavky na řešenı́ uvedených rovnic. Na regulárnı́ ose musı́ pře-
devšı́m platit, že obvod kružnic {t = konst, ρ = konst, z = konst}, t.j.
∫ 2π
0

√
gφφ dφ = 2π

√
gφφ = 2πχe−ν , je pro malá ρ lineárnı́ funkcı́ jejich

“vlastnı́ho poloměru”
∫ ρ
0
√

gρρ dρ =
∫ ρ
0 eλ−νdρ, což vede k požadavku

χ→ρeλ (v přı́padě χ = ρ tedy λ → 0). Vzhledem k axiálnı́ symetrii musı́
být dále skaláry gtt, gtφ a gφφ sudými funkcemi ρ, konkrétně gφφ = O(ρ2),
−gtφ = gφφω = O(ρ2). Regularitu gρρ = gzz pak již zajišt’ujı́ polnı́ rovnice.

Na horizontu je, jak bylo již zmı́něno, e2ν=0, ω=konst≡ωH. Aby
azimutálnı́ obvod horizontu 2π(χe−ν)H nebyl nekonečný, musı́ na něm být
také χ=0 (v přı́padě χ=ρ tedy ρ=0, stejně jako na ose). Podobně regularita
gρρ=gzz=e2λ−2ν vyžaduje, aby na horizontu bylo i e2λ=0. (K detailnějšı́
diskusi horizontu je ovšem vhodné přejı́t do souřadnic sferoidálnı́ho typu.)

Podmı́nky asymptotické plochosti v nekonečnu pro metriku (1) znějı́
ν → −M

r +O(r−2), χ → r +O(r−1), ω → 2J
r3 +O(r−4), λ → O(r−2),

kde r je jakákoli radiálnı́ souřadnice, která jde asymptoticky k
√

ρ2 + z2

(má asymptoticky význam vlastnı́ radiálnı́ vzdálenosti), a M a J majı́ vý-
znam celkové hmotnosti a celkového momentu hybnosti.1 Tyto integrálnı́

1 Přesný pojem asymptotické plochosti ovšem nenı́ jednoduchý a pro důkladnou a souřad-
nicově nezávislou diskusi je třeba vyhledat specializovanou literaturu.
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parametry se zároveň dajı́ (ve stacionárnı́ch a axiálně symetrických pro-
storočasech) vyjádřit “geometricky”, pomocı́ tzv. Komarových integrálů, v
podobě součtu přı́spěvků od dı́ry a od vnějšı́ hmoty,

M =MH +

∫

Σ>H

(T i
i − T t

t )
√−g d3x, J = JH +

∫

Σ>H

T t
φ

√−g d3x, (18)

kde vnějšı́ přı́spěvky (počı́tané přes nějakou prostorupodobnou nadplochu
vně horizontu, “Σ > H”) jsme již zapsali v “killingovských” souřadnicı́ch
(t, ., ., φ). Je vidět, že výraz (T i

i −T t
t )— přesněji e2λ−2ν(T i

i −T t
t )— hraje

stejnou roli jako hustota hmotnosti v Newtonově teorii.

3 Černá díra jako centrální zdroj
V souřadnicı́ch Weylova typu je gρρ = gzz , jsou v nich jednoduché polnı́
rovnice a v přı́padě zdroje s hranicı́ podél z = konst se v nich také dobře
diskutujı́ okrajové podmı́nky na jeho povrchu. Cylindrické souřadnice však
nejsou vhodné k popisu vnitřnı́ch oblastı́ prostoročasu, speciálně k diskusi
podmı́nek na sferoidálnı́m horizontu. Kapitola 3 proto začı́ná zavedenı́m
třı́ soustav sferoidálnı́ho typu — Boyerových-Lindquistových souřadnic,
bezrozměrných sferoidálnı́ch souřadnic a izotropických souřadnic.

Přestože na stacionárnı́m horizontu se nemůže nacházet žádná látka
(a EM pole neuvažujeme), tedy je tam jistě Tρρ + Tzz = 0, při jeho studiu
je výhodné vycházet z obecné cirkulárnı́ metriky (1) (v nı́ž pokládáme
χ ≡ ρB) a jako řešenı́ rovnice (2) nevolit B = 1, nýbrž B = 1− k2

4(ρ2+z2) ,
kde k je nezáporná konstanta. Přechodem ρ = R sin θ, z = R cos θ do
izotropických souřadnic (R,θ) se pak metrika uvede do tvaru

ds2 = −e2νdt2 + (RBe−ν sin θ)2(dφ − ωdt)2 + e2λ−2ν(dR2 +R2dθ2) ,

přičemž B = 1 − k2

4R2 . Jak vı́me, horizont je dán eν = 0, takže má-li na
něm být metrika regulárnı́ a majı́-li být kladné a konečné jeho obvody v azi-

mutálnı́m i v latitudinálnı́m směru, t.j. (2πRBe−ν sin θ) i (2R
π
∫

0
eλ−νdθ),

musı́ na něm platit (0 < eλ−ν < ∞)⇒ (R > 0)⇒ (B = 0)⇒ (R = k
2 ) .
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3.1 Podmínky na (vakuovém) horizontu
Shrneme, jak jsme v disertaci uvažovali o podmı́nkách na horizontu:

• Předpokládáme, že platı́ (T ρ
ρ + T z

z =) TR
R + T θ

θ = 0 a zvolı́me zmı́něné

řešenı́ Einsteinovy rovnice pro B, tedy B = 1− k2

4R2 . Zapı́šeme (s tı́mto
B, m.j. tedy s B,θ = 0) zbylé polnı́ rovnice v izotropických souřadnicı́ch.

• Má-li být horizont (daný eν = 0) regulárnı́, musı́ na něm být B = 0 (t.j.
R = k/2), Be−ν konečné kladné, eλ = 0, eλ−ν konečné kladné, ω,θ = 0;
navı́c z jedné z Einsteinových rovnic vyplývá, že ω,R/B tam musı́ být
konečné (tedy ω,R = 0). Prohlı́dkou členů polnı́ch rovnic se dále zjistı́,
že do řádu O(B) včetně popisuje poměry na horizontu soustava

Rω,RR +
2

B
(3− B)ω,R − 4Rω,Rν,R = 0 , (19)

RB2ν,RR + 2Bν,R = 0 ; (20)

v (20) necháváme “navı́c” B, aby členy byly na horizontu konečné.

• Řešenı́m této soustavy jsou

νH(R, θ) = N(θ) + ln
1− k

2R

1 + k
2R

[

+O(B2)
]

, (21)

ωH(R, θ) = ωH(k/2) +
kW (θ)

M2

[

29 k3R3

(2R + k)6
− 1

]

[

+O(B4)
]

,

kde ωH(k/2) je konečná konstanta a N(θ), W (θ) jsou regulárnı́ funkce,
specifické pro konkrétnı́ prostoročas; z rozměrových důvodů jsme za-
vedli dalšı́ konstantu M rozměru hmotnosti/délky. “Dodatky” [+O(Bn)]
upřesňujı́, že νH je možno změnit o členy řádu O(B2) a ωH o členy řádu
O(B4), aniž by se porušila platnost rovnic do uvažovaného řádu O(B).

• Dosazenı́m νH (21) a B do zbylých polnı́ch rovnic2 dostáváme pro λ

RBλ,R = −2 4R
2 − 3k2

4R2 + k2
, λ,θ = 2ν,θ = 2

dN

dθ
. (22)

2 Do řádu O(B) nepromlouvá do průběhu λ na horizontu funkce ω — podobně jako tam
nemá vliv ani na chovánı́ funkce ν.
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Nejjednoduššı́m řešenı́m vyhovujı́cı́m do řádu O(B) je

λH(R, θ) = 2N(θ)− 2N(0) + lnB
[

+O(B2)
]

. (23)

• Jako přı́klad v práci určujeme tvary funkcı́ a konstant pro Kerrovo řešenı́.

• Metriku horizontu jakožto 2D-plochy {t=konst, R=k/2} vyjádřı́me

ds2H = (gθθ)H dθ
2 + (gφφ)H dφ

2 =

= (R2B2e−2ν)R=k/2

[

(e2λB−2)R=k/2dθ
2 + sin2 θ dφ2

]

=

= 4k2e−2N(θ)
[

e4N(θ)−4N(0)dθ2 + sin2 θ dφ2
]

. (24)

• Pomocı́ uvedených průběhů lze pro Gaussovu křivost horizontu obdržet

KH ≡ K(R = k/2) =
1 +N,θθ − 2(N,θ)

2 + 3N,θ cot θ

4k2e2N(θ)−4N(0)
. (25)

Jako přı́klad jsme opět výsledek vyčı́slili pro Kerrovo řešenı́.

• Konečně zjišt’ovali jsme, jak se na regulárnı́m horizontu chová Kret-
schmannův invariant. Speciálně ve statickém přı́padě se redukuje na

(RµνκλRµνκλ)H = 12(KH)2.

3.2 Parametry černé díry
Znalost průběhu metriky na horizontu umožňuje spočı́tat (“lokálně”) důle-
žité parametry černé dı́ry. Plocha horizontu a jeho povrchová gravitace,

A =

∮

H

√
gθθgφφ dθ dφ , (κH)

2 ≡
[

gαβ(eν),α(e
ν),β

]

H
,

vycházejı́ po dosazenı́ νH a λH

A = 2π

π
∫

0

(R2Beλ−2ν)H sin θ dθ =
16πk2

e2N(0)
, (26)

(κH)
2 =

{

e4ν−2λ
[

(ν,R)
2 +R−2(ν,θ)

2
]}

H
=

e4N(0)

16k2
. (27)
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Veličiny jsou si tedy nepřı́mo úměrné,

A =
πe2N(0)

(κH)2
=
4πk

κH
. (28)

Tento vztah platı́ pro všechny stacionárnı́ axiálně symetrické horizonty.
Azimutálnı́ a latitudinálnı́ vlastnı́ obvod horizontu vycházejı́

oaziH =

(

4πk

eN(θ)
sin θ

)

θ=π/2
=
4πk

eN(π/2)
, olatiH =

4k

e2N(0)

π
∫

0

eN(θ)dθ .

Dosazenı́m νH, ωH a λH do Komarových integrálů, upravených na

JH = −k4

27

π
∫

0

(

B3e−4νω,R

)

R=k/2
sin3 θ dθ ,

MH =
k2

8

π
∫

0

(Bν,R)R=k/2 sin θ dθ + 2ωHJH ,

jsme dostali pro hmotnost a moment hybnosti černé dı́ry

JH =
3k4

M2

π
∫

0

W (θ)e−4N(θ) sin3 θ dθ , MH = k + 2ωHJH .

(Poslednı́, univerzálnı́ vztah bývá citován jako Smarrova formule.)
Nakonec jsme dosazenı́m patřičných N(θ), W (θ) zkontrolovali, že

pro Kerrovo řešenı́ parametry vycházejı́, jak majı́.
Je zřejmé, že ne všechny zmı́něné parametry jsou nezávislé. Ve sku-

tečnosti je jakákoliv černá dı́ra v cirkulárnı́m prostoročasu popsána dvěma
nezávislými parametry; podle okolnostı́ se za ně obyčejně volı́ (k, ωH),
(k, κH), nebo (A, JH). Pokud je v prostoročasu přı́tomna dalšı́ hmota, je
samozřejmě třeba dalšı́ch veličin k popisu jejı́ho uspořádánı́ a pohybu.

4 Tenké ekvatoriální disky
Jsou-li vně černé dı́ry dalšı́ zdroje, je třeba splnit také podmı́nky na jejich
povrchu. V přı́padě rozlehlých zdrojů obnášı́ úplná diskuse i vnitřnı́ řešenı́,
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zatı́mco u nekonečně tenkých zdrojů žádajı́ polnı́ rovnice určité vztahy mezi
normálovými gradienty metriky a přı́slušným tenzorem energie a hybnosti.

My uvažujeme jako zdroj metriky (1) tenký disk ležı́cı́ v ekvatori-
álnı́ rovině (z =0). Tenzor energie a hybnosti je tedy všude nulový, jen v
určitém rozsahu poloměrů ρ je úměrný delta-funkci δ(z). Metrické funkce
χ, ν, ω, λ jsou všude spojité, majı́ však podél disku skok v prvnı́ch normá-
lových derivacı́ch χ,z , ν,z , ω,z , λ,z (ten dále indukuje členy úměrné δ(z)
v Riemannově tenzoru, v souhlasu s tvarem Tµν). Předpokládáme dále, že
prostoročas je vůči rovině disku zrcadlově symetrický, tedy že χ, ν, ω,
λ jsou sudými funkcemi z. Pak z-derivace jsou naopak v z liché, zatı́mco
jejich sudé mocniny a násobky (např. χ,zν,z) sudé (ty na z=0 skok nemajı́).

Tenzor energie a hybnosti tenkého zdroje v rovině z = 0 zapı́šeme

e2λ−2νT µ
ν ≡ Sµ

ν (ρ) δ(z) (29)

a integracı́ polnı́ch rovnic přes infinitesimálnı́ interval [z = 0−, z = 0+]
najdeme vztah mezi Sµ

ν a normálovým skokem gradientů metriky. K inte-
grálům přı́spějı́ jen členy úměrné δ(z), tedy zdrojové pravé strany a na levé
straně členy s 2. derivacemi χ,zz , ν,zz , ω,zz , λ,zz . V přı́padě tenkých disků
můžeme klást T z

z = 0, T ρ
z = 0 a pro disky bez radiálnı́ho tlaku (T ρ

ρ = 0)
navı́c volit χ=ρ (t.j. B=1). Z polnı́ch rovnic za těchto okolnostı́ plyne

8πSt
φ = −ρ2e−4νω,z , (30)

8πSφ
φ = 4ρν,ρν,z − ρ2e−4νω,z(ω + ρω,ρ) , (31)

8πSt
t = −4ν,z(1− ρν,ρ) + ρ2e−4νω,z(ω − ρω,ρ) (32)

(vztahy je třeba vyčı́slit v z → 0+).

4.1 Fyzikální parametry disku
Pokračujeme několika poznámkami k interpretaci disku bez radiálnı́ho tlaku
(Sρ

ρ = 0), kdy ze složek plošného tenzoru Sµ
ν zbývajı́ jen St

t , St
φ, Sφ

φ . Je-li

(Sφ
φ − St

t)
2 + 4St

φSφ
t ≥ 0, má vlastnı́ úloha Sµ

ν ζν=λζµ dvě reálná řešenı́
(λ±, ζµ

±) a zdroj Sµν lze diagonalizovat do podoby

Sµν = −λ−ζµ
−ζν

− + λ+ζµ
+ζν
+ = σUµUν + PW µW ν, (33)
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t.j. interpretovat látku disku jako ideálnı́ tekutinu. Vlastnı́ hodnoty σ≡−λ−,
P ≡ λ+ určujı́ plošnou hustotu energie a azimutálnı́ tlak (měřené v jejı́

klidové soustavě), Ω ≡ dφ
dt ≡ λ−−St

t

St
φ

úhlovou rychlost a vlastnı́ vektory

čtyř-rychlost tekutiny a jednotkový “azimutálnı́” vektor kolmý k Uµ,

Uµ ≡ ζµ
− = U t(1, 0, 0,Ω), Uα = U t(gtt + gtφΩ, 0, 0, gtφ + gφφΩ),

W µ ≡ ζµ
+ =

1

K
(Uφ, 0, 0,−Ut), Wα = K(−Uφ, 0, 0, U t),

U t =
1

√

−gtt − 2gtφΩ− gφφΩ2
=

1
√

e2ν − gφφ(Ω− ω)2
,

K2 ≡ −2η[µξν]η
µξν = (gtφ)

2 − gttgφφ = gφφe2ν = χ2.

V dalšı́m jsme se pak omezili na disky z ideálnı́ tekutiny.
Hmotnost a rotačnı́ moment hybnosti disku M, J jsme opět za-

psali pomocı́ Komarových integrálů. Platı́-li Tρρ+Tzz = 0 a lze tedy položit
χ = ρ, zı́skajı́ se využitı́m “tekutinového” tvaru Sµν explicitnı́ tvary

J = 2π

∫

disk

(σ + P )
ρe−2ν(Ω − ω)

1− ρ2e−4ν(Ω− ω)2
gφφ dρ , (34)

M = 2π

∫

disk

(σ + P + 2ΩSt
φ) ρdρ ; (35)

ve speciálnı́m přı́padě Ω = konst je M = 2π
∫

disk
(σ + P ) ρdρ+ 2ΩJ .

Jinou alternativou je vyjádřit v integrálech složky Sµ
ν pomocı́ skoků normá-

lových polı́. Položı́-li se opět χ = ρ, dospěje se tak k vyjádřenı́

J =−1
4

∫

disk

ρ3e−4νω,z dρ , M =

∫

disk

(

ν,z −
1

2
ρ2e−4νωω,z

)

ρdρ (36)

(ω,z a ν,z se rozumı́ vyčı́sleny v z → 0+).

4.2 Kontra-rotující disky
Reálný systém zůstane stacionárnı́ jen tehdy, když bude pro jeho elementy
v rovnováze gravitace s tlakovým působenı́m a setrvačnostı́. Pro ekvatori-
álnı́ tenké disky daných symetriı́ působı́ všechny tyto sı́ly čistě v radiálnı́m
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směru (azimutálnı́ tlak je sice také nenulový, ale gradient tlaku samozřejmě
žádnou azimutálnı́ složku nemá). Při interpretaci protiváhy gravitace si lze
disk představit jako pevnou strukturu (soustavu kruhových “obručı́”), nebo
naopak jako nekoherentnı́ směs azimutálnı́ch proudů částic. V astrofyzikál-
nı́m kontextu se obvykle uvažuje druhá krajnı́ možnost — že disk je tvořen
dvěma prostupujı́cı́mi se (neinteragujı́cı́mi) proudy částic, pohybujı́cı́ch se
v opačných azimutálnı́ch směrech po kruhových drahách. Omezı́me-li se
opět na přı́pad bez radiálnı́ho tlaku (T ρ

ρ = 0), jsou tyto dráhy geodetikami.
Tenzor energie a hybnosti popsaného kontra-rotujı́cı́ho disku má tedy tvar

Sµν = σ+Uµ
+Uν
+ + σ−Uµ

−Uν
− , (37)

kde znaménko +/− značı́ veličiny charakterizujı́cı́ proud obı́hajı́cı́ (vůči
“celkové” rychlosti Uµ) v kladném/záporném směru φ. Rychlosti Uµ

± majı́
odpovı́dat geodetickému pohybu, což znamená hodnotám úhlové rychlosti

Ω± =
ρ2ω,ρ + 2ρω(1 − ρν,ρ)±

√

ρ4(ω,ρ)2 + 4ρν,ρe4ν(1− ρν,ρ)

2ρ(1− ρν,ρ)
.

Základnı́ podmı́nkou kontra-rotujı́cı́ interpretace je nezápornost výrazu pod
odmocninou, tedy ρ4(ω,ρ)

2 + 4ρν,ρe
4ν(1− ρν,ρ) ≥ 0.

Porovnánı́m stop (33) a (37) je vidět, že musı́ platit σ++σ− = σ−P ,

a snadno se zı́ská také vztah P
σ = − Uµ

+Wµ

Uν
+Uν

Uκ
−

Wκ

Uλ
−

Uλ
= −(v̂µ

+Wµ)(v̂
ν
−Wν),

který řı́ká, že “rychlost zvuku” v disku je rovna součinu relativnı́ch rychlostı́
“prográdnı́ho” a “retrográdnı́ho” proudu vůči mı́stnı́mu klidovému systému

tekutiny danému Uµ. Tyto rychlosti jsou definovány v̂µ
± =

Uα
±

Wα

Uβ
±

Uβ
W µ.

4.3 Fyzikální požadavky na disk
Má-li řešenı́ odpovı́dat aspoň přibližně fyzikálnı́ realitě, nemohou parametry
disku nabývat jakýchkoli hodnot. V práci probı́ráme následujı́cı́ požadavky:

• Energetické podmı́nky v různých verzı́ch stanovı́, že “všichni fyzikálnı́
pozorovatelé (t.j. ti s časupodobnou či limitně světelnou, do budoucna
orientovanou čtyř-rychlostı́) se majı́ shodnout na tom, že gravitace je
přitažlivá”, a vedou k určitým nerovnostem pro parametry tekutinového
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disku. Silnějšı́ je požadavek kontra-rotujı́cı́ interpretace s nezápornými
σ±; na rozdı́l od energetických podmı́nek totiž vynucuje nezáporný tlak.
Spolu s nı́m energetické podmı́nky implikujı́ σ ≥ P ≥ 0.

• K určitým omezenı́m vede také požadavek podsvětelného pohybu ele-
mentů disku. V práci jej opět aplikujeme na disk z ideálnı́ tekutiny a
speciálně na disk z kontra-rotujı́cı́ch geodetických proudů.

• Požadavek stability orbit disku vede k vyšetřovánı́ tzv. epicyklických
oscilacı́. Dı́ky symetriı́m a spojitosti tečných složek pole na disku lze
uvažovat zvlášt’čistě horizontálnı́ (δz=0) a čistě vertikálnı́ (δρ=0) per-
turbace. V práci ukazujeme, jak odvodit odpovı́dajı́cı́ oscilačnı́ frekvence
a diskutujeme, co z výsledků plyne pro stabilitu disku.

• Kromě uvedených bodů se kontrolujı́ obvyklé obecnějšı́ podmı́nky na
prostoročas — nesingulárnost, absence uzavřených časupodobných svě-
točar a asymptotické vlastnosti (pokud se neuvažuje kosmologické “po-
zadı́”, požaduje se asymptotická plochost).

4.4 Statický případ

Ve statickém přı́padě (ω = 0) jsou polnı́ rovnice výrazně jednoduššı́. Je-li
radiálnı́ tlak Sρ

ρ = 0 a zvolı́ se χ = ρ, zbývajı́ ze zdroje (30)–(32) jen složky

2πSφ
φ = ρν,ρν,z , 2πSt

t = −ν,z(1− ρν,ρ) ,

kde pravé strany jsou opět vyčı́sleny v z → 0+. Je vidět, že pro ně platı́
(

Sφ
φ − St

t

)

ρν,ρ = Sφ
φ , což je podmı́nka hydrostatické rovnováhy. Výraz

(Sφ
φ − St

t) tedy hraje roli celkové (plošné) hustoty energie jakožto zdroje
gravitace — to ostatně vı́me už z rovnic (14) a (18); tuto hustotu označı́me

Sφ
φ − St

t = P + σ =
ν,z(z → 0+)

2π
≡ w(ρ). (38)

Vlastnosti disků se ve statickém přı́padě značně zjednodušujı́. Vlast-
nı́mi hodnotami Sµ

ν jsou λ+ = Sφ
φ = P , λ− = St

t = −σ a vlastnı́mi
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vektory Uµ = U tδµ
t , Uα = − 1

U t δt
α, W µ = 1

KU t δµ
φ , Wα = KU tδφ

α, kde

U t= 1√−gtt
=e−ν . Parametry kontra-rotujı́cı́ho modelu nabývajı́ hodnot

Ω± = ±e2ν

ρ

√

ρν,ρ

1− ρν,ρ
, U t

± =
1

eν

√

1− ρν,ρ

1− 2ρν,ρ
, σ±(U

t
±)
2 =

σ

2e2ν
.

Úhlové rychlosti Ω± jsou reálné a odpovı́dajı́ časupodobnému pohybu v
oblastech, kde platı́ 0 ≤ 2ρν,ρ ≤ 1.

Celkový moment hybnosti disku (i celého prostoročasu) je samo-
zřejmě nulový, hmotnost disku podle (35), resp. (36) se redukuje na

M = 2π

∫

disk

(σ + P ) ρdρ =

∫

disk

ν,z ρdρ . (39)

Horizontálnı́ a vertikálnı́ epicyklická frekvence vycházejı́

(κ
‖
±)
2 = Γρ

tt,ρ − 4Γρ
ttΓ

t
tρ +

(

Γρ
φφ,ρ − 4Γρ

φφΓ
φ

φρ

)

Ω2± =

=
e4ν−2λ

1− ρν,ρ

[

ν,ρρ + 4ρ(ν,ρ)
3 +
3

ρ
ν,ρ(1− 2ρν,ρ)

]

, (40)

(κ⊥
±)
2 = Γz

tt,z − 4Γz
ttΓ

t
tz +

(

Γz
φφ,z − 4Γz

φφΓ
φ

φz

)

Ω2± =

=
e4ν−2λ

1− ρν,ρ

[

ν,zz − 4(ν,z)
2(1− 2ρν,ρ)

]

. (41)

5 Tenké disky kolem statických černých děr
Ve statickém prostoročasu je rotace vyloučena, resp. musı́ být přesně kom-
penzována, jako v přı́padě identických kontra-rotujı́cı́ch proudů hmoty. Ve
Weylových souřadnicı́ch zbývajı́ z Einsteinových rovnic vně zdrojů (ve va-
kuu) jen Laplaceova rovnice ~∇2ν = 0 a kvadratura (17) pro λ. Nalezenı́
potenciálu ν je tedy stejné jako u osově symetrické úlohy v Newtonově
gravitaci či v elektrostatice a pole vı́cenásobných zdrojů se dı́ky linearitě
Laplaceovy rovnice najdou prostě sečtenı́m dı́lčı́ch potenciálů. Odlišnost od
newtonovské situace představuje druhá metrická funkce λ. Při jejı́m výpočtu
se může dokonce ukázat, že zı́skaná superpozice nenı́ fyzikálně přijatelná
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— mohou se např. objevit podpůrné singularity. Výsledný systém zdrojů
kromě toho nemusı́ jı́t rozumně interpretovat (může vyjı́t záporná hustota či
tlak, hmota pohybujı́cı́ se nadsvětelně, apod.). Realistických superpozic tak
bylo i ve statickém přı́padě nalezeno jen málo. V disertaci se věnujeme su-
perpozicı́m Schwarzschildovy černé dı́ry s invertovanými kontra-rotujı́cı́mi
tenkými disky Morgana & Morganové a s disky s mocninným radiálnı́m
průběhem hustoty (a pro zajı́mavost i s jednoduchým tlustým toroidem).

5.1 Invertované kontra-rotující “MM” disky
V r. 1994 vzali Lemos & Letelier staršı́ řešenı́ Morgana & Morganové pro
(konečný) “prvnı́” kontra-rotujı́cı́ tenký disk a invertovali jej vůči vnějšı́mu
okraji. Zı́skali tak metriku pro nekonečný tenký disk, který je uprostřed “dě-
ravý”, takže ho lze superponovat s černou dı́rou. Tı́mto prostoročasem jsme
se zabývali v článcı́ch [186, 187, 183, 184, 211]. Zajı́malo nás předevšı́m,
jak se jeho vlastnosti měnı́ s hmotnostı́ disku a s polohou okraje disku.3

Morgan & Morganová ve skutečnosti našli celou “rodinu” řešenı́
odpovı́dajı́cı́ch konečným kontra-rotujı́cı́m diskům. Superpozicemi černé
dı́ry s invertovanými “vyššı́mi” členy rodiny jsme se zabývali v článku
[178]. Newtonovská hustota invertovaného m-tého disku (m = 1, 2, . . .) je

w(m)(ρ) =
22m(m!)2Mb

(2m)! π2ρ3

(

1− b2

ρ2

)m−1/2
(42)

a odpovı́dajı́cı́ gravitačnı́ potenciál

ν(m)(x, y) = −2
2m+1(m!)2M

π b

∑m
n=0C

(m)
2n iQ2n(i|Y |)P2n(X)
√

x2 + 1− y2
, (43)

kde M je hmotnost disku a b je Weylův poloměr jeho vnitřnı́ho okraje,
x ∈ 〈0,∞) a y ∈ 〈−1, 1〉 jsou zploštělé sferoidálnı́ souřadnice, dané vztahy

3 V prvnı́ch dvou pracı́ch jsme jako vnějšı́ zdroj uvažovali také nekonečně tenký prstenec,
popsaný dávným řešenı́m Bacha & Weyla, a jako centrálnı́ zdroj také tzv. Appellův prstenec,
odpovı́dajı́cı́ ještě staršı́mu řešenı́ známému z elektrostatiky. Appelův prstenec má totiž
řadu rysů Kerrova pole rotujı́cı́ černé dı́ry (samozřejmě však nezahrnuje dragging). Zde si
všimneme jen přı́padu černé dı́ry s diskem, který je astrofyzikálně nejvýznamnějšı́.
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ρ2 = b2(x2+1)(1−y2), z = bxy, dále Y ≡ y√
x2+1−y2

, X ≡ x√
x2+1−y2

jsou jejich invertované protějšky,

C
(m)
2n ≡ (−1)

n(4n + 1)(2n)!(m + n)!

(n!)2(m − n)!(2m+ 2n+ 1)!
(n ≤ m)

a P2n a Q2n značı́ Legendreovy polynomy a Legendreovy funkce 2. druhu.
Zmı́nı́me krátce, jaké vlastnosti výsledných prostoročasů nás zajı́maly:

• Tvar výsledného pole jsme znázornili na jeho siločárách, totiž integrál-
nı́ch křivkách čtyř-zrychlenı́ statických pozorovatelů aµ = ∇µν.

• Vykreslili jsme, jak se s růstem relativnı́ hmotnosti disku nebo s poklesem
jeho poloměru stává černá dı́ra zploštělou; od jistých (byt’nerealistických)
hodnot klesne Gaussova křivost horizontu na ose až do záporných hodnot.

• Gravitačnı́ vliv disku jsme ilustrovali také na tvarech časupodobných
geodetik částic vypouštěných z nebo do blı́zkosti centra.

• Zvláště jsme sledovali vliv parametrů disku na polohu významných kru-
hových ekvatoriálnı́ch geodetik (světelné, a meznı́ stabilnı́), protože na
poloze těchto orbit by měl kriticky záviset tok hmoty v akrečnı́ch dis-
cı́ch.4 Přesněji řečeno jsme pro určitý typ disku generovali posloupnost
superpozic tak, že jsme postupně zvyšovali relativnı́ hmotnost disku a
jeho vnitřnı́ okraj přitom stále drželi na nejmenšı́ možné hodnotě, pro kte-
rou šlo celý disk interpretovat jako dva kontra-rotujı́cı́ proudy částic na
časupodobných kruhových ekvatoriálnı́ch geodetikách, stabilnı́ch vůči
“horizontálnı́m” i “vertikálnı́m” perturbacı́m (takový disk také odpovı́dá
nezápornému azimutálnı́mu tlaku a splňuje energetické podmı́nky).

4 Výroky o poloze jsou souřadnicově závislé. Použı́vali jsme proto nejen schwarzschildovský
poloměr r [v ekvatoriálnı́ rovině s nı́m Weylův poloměr souvisı́ ρ =

√

r(r − 2M) ], ale také

fyzikálnějšı́ mı́ry — obvodový poloměr rcf ≡
√

gφφ(ρ) = ρe−ν(ρ) = re−νdisc(r) a vlastnı́

radiálnı́ vzdálenost od horizontu dρ ≡
∫ ρ

0

√

gρρ(ρ) dρ =
∫ r

2M
e(λ−λSchw−νdisc)(r)√

1−2M/r
dr

(obě počı́táme v ekvatoriálnı́ rovině, t.j. pro z = 0, resp. θ = π/2). Přechod k fyzikálnı́m
poloměrům je netriviálnı́, poněvadž vztahy obsahujı́ funkce νdisc a λdisc; dané r tedy
odpovı́dá pro různé disky různým rcf a dρ (a naopak). Ukázalo se nicméně, že mezi obrázky
vynesenými v r, rcf a dρ nenı́ moc velký rozdı́l.
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Zjistili jsme, že hmotnějšı́ disky jsou ve vnitřnı́ch částech obecně sta-
bilnějšı́ vůči horizontálnı́m perturbacı́m a méně stabilnı́ vůči vertikálnı́m
perturbacı́m. Ukázalo se, že fixace vnitřnı́ho okraje na meznı́ stabilnı́
orbitu celkového prostoročasu nenı́ zaručeným receptem, jak udržovat
během zvyšovánı́ jeho hmotnosti stále celý disk stabilnı́ — většinou totiž
nestabilita dřı́ve ohrozı́ vnitřek disku, ne samotný okraj. (“V praxi” by
taková okolnost mohla znamenat tendenci k radiálnı́ fragmentaci.)

• Zakreslili jsme také průběhy frekvenčnı́ch posunů mezi pozorovateli na
kruhových ekvatoriálnı́ch orbitách a nekonečnem. Mezi pozorovatelem
obı́hajı́cı́m úhlovou rychlostı́ Ω ≡ dφ/dt a pozorovatelem stojı́cı́m v ne-
konečnu je posun g ≡ f∞

femit
= eν

√

1− e−4νρ2Ω2 ; speciálně pro pozo-

rovatele statického tedy g = eν a pro volně obı́hajı́cı́ho g = eν
√

1−2ρν,ρ

1−ρν,ρ
.

5.2 Disky s mocninným průběhem hustoty
Některé rysy složeného prostoročasu dost závisı́ na konkrétnı́m profilu hus-
toty, a tak jsme chtěli výsledky pro invertované “MM-disky” porovnat s
nějakou jinou třı́dou řešenı́. Kromě toho, disky MM-typu majı́ v hustotě od-
mocninu

√

b2−ρ2 , jejı́ž radiálnı́ derivace na vnitřnı́m okraji divergujı́. Dı́ky
tomu tam divergujı́ určité derivace potenciálu, a tedy i křivostnı́ invarianty
přı́slušného řádu [173]. Abychom zjistili, zda přı́tomnost takové singularity
výrazně nedeformuje studované vlastnosti, zvolili jsme v dalšı́ práci [179]
třı́du disků, jejichž hustota je dána mocninami (Weylova) poloměru, totiž

w(m,n)(ρ) =

(

1 + 1n

)

m

m!

Mb

2πρ3

(

1− bn

ρn

)m

, (44)

kde m, n jsou přirozená, (a)m = Γ(a+m)/Γ(a) je Pochhammerův symbol
a M hmotnost disku. Průběhy jsou na vnitřnı́m okraji ρ = b regulárnı́ se
všemi derivacemi, přičemž prvnı́ch m−1 derivacı́ tam dokonce vymizı́.
Okraj disku je však přesto singulárnı́, totiž m+prvé a vyššı́ radiálnı́ derivace
potenciálu tam divergujı́. Na ose má potenciál ν(m,n)(ρ = 0, z) tvar

−

(

1 + 1n

)

m

m!

M√
b2 + z2

m
∑

k=0

(−1)k
kn+ 2

(

m

k

)

2F1

(

1

2
, 1; 2 +

kn

2
;

1

1 + b2/z2

)
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(2F1 je Gaussova hypergeometrická funkce) a “kdekoliv” na
√

ρ2 + z2 < b

ν(m,n)(ρ, z) = −

(

1 + 1n

)

m

n

M
b

∞
∑

j=0

P2j(0)P2j

(

z√
ρ2+z2

)

(ρ2 + z2)j

(

2+2j
n

)

m+1
b2j

.

V oblasti
√

ρ2 + z2 > b je obecný rozvoj delšı́ — pro lichá n totiž obsahuje
logaritmické členy, které se nedajı́ “rutinně” odečı́st z průběhu na ose.

Zajı́malo nás, které stránky gravitačnı́ho vlivu disků jsou “obecné”
(dané celkovou hmotnostı́, ale nepřı́liš jejı́m přesným rozloženı́m) a které
naopak specifické pro určitý disk (t.j. určitý průběh hustoty). V parametrické
rovině (M, b) jsme opět vymezili oblasti, v nichž složené řešenı́ splňuje
základnı́ podmı́nky kontra-rotujı́cı́ interpretace. Zkušenosti nabyté při studiu
“MM” a “mocninných” disků by se zatı́m daly shrnout do třı́ bodů:

• Složená pole (černé dı́ry a disku) se chovajı́ zhruba ve shodě s intuicı́, a to
již intuicı́ newtonovskou. Jemnějšı́ detaily, závislé na vyššı́ch derivacı́ch
hustoty, jsou však těžko odhadnutelné — zejména tedy stabilita.

• Gravitace disku může silně ovlivnit vlastnosti kruhových orbit v ekva-
toriálnı́ rovině. Právě tyto orbity však disk tvořı́ (pomocı́ nich je inter-
pretován), takže disk může mı́t silný vliv předevšı́m “sám na sebe”. Lze
tudı́ž odhadnout, že v reálném (dynamickém) přı́padě se disk může dı́ky
své vlastnı́ gravitaci uspořádat do výrazně jiné konfigurace, než kdyby
vlastnı́ pole “necı́til”. To se nemusı́ týkat jen disků s velkou celkovou
hmotnostı́ — zejména pro zmı́něné “jemnějšı́” vlastnosti typu stability je
podstatný detailnı́ průběh pole v daném mı́stě, a tedy přesný tvar hustoty.

• S rostoucı́ hmotnostı́ disku či s přibližovánı́m jeho okraje k černé dı́ře se
nestabilita objevuje nejdřı́v uvnitř disku, nikoliv na jeho vnitřnı́m okraji,
což by v reálném přı́padě mohlo znamenat sklon k radiálnı́ fragmentaci.

Je ovšem třeba dodat, že zı́skaná řešenı́ jsou umělá a dost možná daleko
od reality: jejich parametry jsou voleny “ručně”, nevyplývajı́ z žádného
modelu akrece, a nezachycujı́ tedy ani odezvu disku na jeho vlastnı́ gravitaci.
Nedostatkem je také statičnost studovaných konfiguracı́ — odhaduje se,
že reálné akrečnı́ systémy spı́še rychle rotujı́. Nalezenı́ pole stacionárnı́ho
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disku (natož pak jeho “superpozice” s rotujı́cı́ černou dı́rou) je však mnohem
obtı́žnějšı́m problémem, který dosud nebyl uspokojivě vyřešen.

5.3 Pro srovnání: díra s tlustým toroidem

V článku [199] jsme s černou dı́rou pro zajı́mavost “sečetli” také pole
tlustého toroidu. Potenciál toroidu je ve Weylových souřadnicı́ch určen

νtor(ρ, z) = − 2M
√

δ+δ−

∞
∑

n=0

An Tn

(

ρ2 + z2 − a2

δ+δ−

)

Pn− 1
2

(

ρ2 + z2 + a2

δ+δ−

)

,

kde M je opět hmotnost, δ± ≡
√

(ρ ± a)2 + z2, a je “velký” poloměr toru,
Tn(x) = cos(n arccos x) jsou Čebyševovy polynomy, Pn− 1

2
jsou Legen-

dreovy funkce 1. druhu a polocelého stupně (toroidálnı́ funkce) a An jsou in-
tegrály z funkcı́ A

(̺)
n = (−1)n 4π2̺ǫna

M 3F
reg
2

(

−12 , 12 , 12 ; 1 − n, 1 + n; ̺2

a2

)

(vynásobených hustotou) přes objem toroidu; zde dále ̺ je radiálnı́ vzdá-
lenost od osy toroidu v souřadnicové rovině {ρ, z}, koeficient ǫn je 12 pro

n= 0 a 1 pro n > 0, a 3F
reg
2 (., ., .; 1 − n, 1 + n; .) ≡ 3F

reg
2 (.,.,.;1−n,1+n;.)
Γ(1−n)Γ(1+n)

značı́ regularizovanou verzi zobecněné hypergeometrické funkce 3F2.
Jako konkrétnı́ ukázku jsme uvažovali toroid “kruhového” průřezu

̺ ≤ b s hustotu mocninného průběhu w(̺) = (1+k)(2+k)M
4π2ab2

(

1− ̺
b

)k (k je
nezáporné celé čı́slo), nezávislou na lokálnı́m latitudinálnı́m úhlu.

Vlastnosti složeného pole toroidu a Schwarzschildovy černé dı́ry
jsme opět ilustrovali na integrálnı́ch křivkách zrychlenı́ statické kongruence,
na vývoji tvaru horizontu v závislosti na parametrech toru a na několika
sadách časupodobných geodetik. Ukázali jsme také, že na povrchu toru a v
rovnı́kové rovině mezi dı́rou a toroidem je Kretschmannův skalár konečný.

6 Tenké disky kolem rotujících černých děr
V Úvodu jsme se zmı́nili o “generačnı́ch technikách”, kterými se dá vypro-
dukovat prakticky jakékoliv řešenı́ Einsteinových rovnic se dvěma komutu-
jı́cı́mi symetriemi. Kromě již dřı́ve známých metrik byla těmito algoritmy
skutečně odvozena i řada nových. Naprostá většina z nich však zůstává
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bez interpretace a jen u nemnoha lze doufat, že by mohly popisovat něco
realistického, speciálně pak černou dı́ru superponovanou s nějakým dalšı́m
polem. (Slibnými se ukázaly být některé návrhy V. Manka a jeho spolupra-
covnı́ků a výsledky D. Korotkina, C. Kleina a O. Richtera.)

6.1 “Pěstování” Weylovy metriky metodou inverzního
rozptylu

V článku [210] jsme zkusili, zda pole rotujı́cı́ černé dı́ry obklopené tenkým
axisymetrickým diskem nelze “vygenerovat” metodou inverznı́ho rozptylu
Bělinského & Zacharova. V návaznosti na práce S. Chaudhuriho & K.
Dase jsme nejdřı́ve aplikovali verzi postupu se dvěma reálnými “solitony”
na metriku Weylova typu (t.j. statickou a axiálně symetrickou). Výsledek
se dá ve sferoidálnı́ch souřadnicı́ch (t,r,θ,φ) Boyerova-Lindquistova typu
zapsat ve tvaru Kerrova-NUT řešenı́,

ds2 = −∆
Σ

(

Peν̂dt+ Se−ν̂dφ
)2
+
sin2 θ

Σ

(

Reν̂dt − T e−ν̂dφ
)2
+

+ C̄2e2λ̂−2ν̂
(

Σ

∆
dr2 +Σdθ2

)

. (45)

Obsahuje dvě funkce určené kvadraturami a závisı́ na dvou potenciálech
výchozı́ metriky a na pěti nezávislých konstantách; v průběhu odvozovánı́
lze také volit dvě znaménka. Speciálně Kerrovo-NUT řešenı́ vyjde v přı́padě,
že výchozı́ prostoročas je plochý. Omezı́me-li se na reflexně symetrická a
asymptoticky plochá řešenı́ obsahujı́cı́ černou dı́ru a nastavı́me přirozeným
způsobem souřadný systém (m.j. volı́me C̄2 = 1), zbyde pouze volnost
ve volbě výchozı́ho řešenı́ (ν̂, λ̂) a dvou konstant; ty označı́me stejně jako
u izolovaných černých děr M , a. Funkce v metrice (45) pak nabývajı́ tvaru

∆ = r2 − 2Mr + a2,

Σ =

(

r cosh u − Mr − a2

k
sinhu

)2

+ a2(cos θ cosh v + sinh v)2,

P = coshu − M

k
sinhu,

R = a cosh v,
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S = a
[

(1 + cos2 θ) cosh v + 2cos θ sinh v − 2Pe2ν̂
]

,

T = (r2 − a2) cosh u −
(

M∆

k
+ 2kr

)

sinhu+ 2aRe2ν̂ ,

kde k ≡
√

M2 − a2 a funkce u, v jsou dány rovnicemi

v,θ = − ∆u,r

k sin θ
=

2∆

∆+ k2 sin2 θ
[(r − M)ν̂,r sin θ + ν̂,θ cos θ] ,

v,r =
u,θ

k sin θ
= − 2

∆ + k2 sin2 θ
[(r − M)ν̂,θ sin θ −∆ν̂,r cos θ] .

Horizont je určen většı́m kořenem rovnice∆ = 0 a singularita rovnicı́
Σ = 0. Plocha horizontu, povrchová gravitace a úhlová rychlost vycházejı́

A = 4π(r2He−2ν̂H(0)+ a2e2ν̂H(0)), κH=
4πk

A
, ωH=

4πa

A
cosh 2ν̂H(0)

[ν̂H(0) značı́ ν̂H na ose] a jeho Gaussova křivost je na ose dána výrazem
(

r2H − a2e4ν̂H(0)
)

[1− 4ν̂H,cos θ(0)]− 2a2
(

r2H + a2e4ν̂H(0)
)2 e2ν̂H(0) ,

který se může stát při rychlé rotaci (pro dost velké a) záporným.
Prostoročas má také statickou mez — tam, kde je∆P2 = a2 sin2 θ cosh2 v.

Po přepisu do Weylova-Lewisova-Papapetrouova tvaru je z asympto-
tik gravitačnı́ho potenciálu a draggingové úhlové rychlosti,

ν = −M + M̂

r
+O(r−2), ω =

2a(M + 2M̂ )

r3
+O(r−4),

vidět, že M + M̂ je celková hmotnost a (M + 2M̂ )a celkový moment
hybnosti řešenı́; M̂ značı́me hmotnost výchozı́ho prostoročasu, u něhož
jsme předpokládali asymptotický průběh ν̂ = −M̂/r +O(r−2).

Jako konkrétnı́ přı́klad jsme spočı́tali průběh funkcı́ u, v pro Lemosův-
Letelierův disk jako výchozı́ prostoročas — ten, který jsme v předchozı́ kapi-
tole studovali superponovaný se Schwarzschildovou černou dı́rou. Výpočet
Kretschmannova invariantu neodhalil žádné singularity mimo horizont. Na-
šli jsme také souřadnice, v nichž je horizont regulárnı́; limitně na horizontu
majı́ význam Kerrových vcházejı́cı́ch / vycházejı́cı́ch souřadnic.
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Řada vlastnostı́ metriky (45) se velmi zjednodušuje v extrémnı́ limitě
k → 0. Hodnota “vnějšı́ho gravitačnı́ho pole” (ν̂,i , λ̂,i) na horizontu klesá v
této limitě k nule [175]. To odpovı́dá “vypuzovánı́” vnějšı́ch (stacionárnı́ch
axisymetrických) polı́ z rotujı́cı́ch a nabitých černých děr, které bylo v
literatuře pozorováno — jako obdoba Meissnerova efektu u (supra)vodičů
— na testovacı́ch i přesných polı́ch magnetických.

6.2 Nefyzikálnost získaného řešení

V článku [176] jsme analyzovali řadu vlastnostı́ metriky (45), a to předevšı́m
pro konkrétnı́ přı́pad invertovaného prvnı́ho kontra-rotujı́cı́ho disku Mor-
gana & Morganové jakožto “startovnı́ho” zdroje. Vynesli jsme parametry
horizontu, rozměr statické meze a radiálnı́ průběh významných ekvatori-
álnı́ch úhlových rychlostı́ v závislosti na konstantách řešenı́ (specifickém
momentu hybnosti černé dı́ry a/M , relativnı́ hmotnosti disku M̂/M a jeho
vnitřnı́m poloměru b/M ) a speciálně se zabývali extrémnı́ limitou řešenı́
(a→M ). Ačkoliv všechny tyto vlastnosti se zdály být rozumnými, obrázky
vlastnı́ho tvaru horizontu ukázaly, že horizont má v rovnı́kové rovině ne-
hladké “vklenutı́”, takže vzniklo podezřenı́, že v této rovině nenı́ ani pod
okrajem výchozı́ho disku vakuum, ale je tam naindukována vrstva hmoty.
Zjistili jsme, že metrické složky gtt a gφφ skutečně majı́ v této rovině skok v
normálových derivacı́ch gtt,θ a gφφ,θ , a to i pod okrajem disku; odpovı́dajı́cı́
plošná hustota vyšla kladná i záporná v závislosti na parametrech řešenı́ a
na poloměru. Z obecného tvaru metriky (45) se pak potvrdilo, že zjištěný
problém vzniká pro jakékoli výchozı́ řešenı́ Weylova typu (ν̂, λ̂).

Patologie, se kterou jsme se zde setkali, je typickou ukázkou úskalı́
“generačnı́ch technik” — důmyslných matematických postupů, které je však
těžké propojit s fyzikálnı́ motivacı́ a kontrolou. Použitá metoda konkrétně
“dosadila” doprostřed disku černou dı́ru, avšak bez úpravy parametrů disku
(průběhu jeho hustoty a momentu hybnosti) do podoby, v nı́ž by každá z
jeho orbit mohla na svém poloměru existovat bez dalšı́ vnějšı́ sı́ly. Musela
proto být doplněna podpůrná plocha, která systém fixuje proti nestacionár-
nı́mu vývoji, t.j. zaručuje pro výslednou soustavu zdrojů splněnı́ polnı́ch
rovnic daných symetriı́ (zde držı́ hmotu disku, aby nespadla do centra nebo
naopak neodletěla pryč). Této patologie se nejspı́š nenı́ možné zbavit ani
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vyřı́znutı́m určité části prostoročasu. Jinou otázkou je, zda by nešlo již vyjı́t
z prostoročasu s černou dı́rou a vhodnou metodou jej pouze “roztočit”.

Stav znalostı́ v oblasti přesného popisu disků kolem černých děr jsme
před časem shrnuli v přı́spěvku [174] a v přehledu [100]; v tom jsme zmı́nili i
základy teorie testovacı́ch disků kolem černých děr a studium těžkých disků
ve většı́ch vzdálenostech od centra, kde k popisu stačı́ Newtonova teorie.

6.3 Jiné výsledky z literatury

“Generačnı́ techniky” se i nadále zdajı́ být nadějnou cestou k metrice popi-
sujı́cı́ rotujı́cı́ černou dı́ru s dalšı́m axiálně symetrickým zdrojem. Vycházejı́
z teorie integrabilnı́ch systémů, rozvı́jené od konce 60. let pro nelineárnı́
parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice, které lze formulovat jako podmı́nku kom-
patibility určité lineárnı́ soustavy (tzv. Laxova páru). Soustava obsahuje
nový, obecně komplexnı́ (“spektrálnı́”) parametr, který může nabývat spo-
jitě jakýchkoli hodnot (to odrážı́ symetrii problému vůči jisté nekonečně-
rozměrné grupě). Řešenı́ lineárnı́ úlohy se hledá jako funkce tohoto para-
metru, jı́ž se předem předepı́šı́ určité analytické vlastnosti. Postup se objevil
v teorii evolučnı́ch (hyperbolických) rovnic, ale koncem 70. let našli Bělin-
skij se Zacharovem a Maison lineárnı́ systém také pro vakuové Einsteinovy
rovnice se dvěma komutujı́cı́mi symetriemi (t.j. pro Ernstovu rovnici).

V poslednı́ch 10 letech postoupili v hledánı́ fyzikálně zajı́mavých
řešenı́ Ernstovy rovnice nejdále Neugebauer & Meinel, Korotkin a Klein.
C. Klein identifikoval podtřı́du Korotkinových “hypereliptických” řešenı́,
která odpovı́dá asymptoticky plochým prostoročasům symetrických vůči
ekvatoriálnı́ rovině a regulárnı́m všude kromě určitého povrchu. Výsledné
metriky majı́ Minkowskiho limitu a v ultra-relativistické limitě se blı́žı́ k
extrémnı́mu Kerrovu řešenı́. Jako konkrétnı́ přı́klad zı́skal Klein metriku
pro pole kontra-rotujı́cı́ho stacionárnı́ho tenkého disku. Našel také Ernstův
potenciál odpovı́dajı́cı́ nelineárnı́ superpozici nekonečného a uprostřed “dě-
ravého” tenkého disku s Kerrovou černou dı́rou. Řešenı́ této třı́dy jsou vně
horizontu (včetně) a disku regulárnı́ a za určité volby konstant (nulového
NUT parametru) asymptoticky plochá. Spolu s J. Frauendienerem vyvinul
Klein i numerický kód pro explicitnı́ výpočet Ernstova potenciálu, tedy me-
trických funkcı́ (srov. [158]). Otevřenou zůstává otázka “přı́mého” postupu,
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t.j. řešenı́ okrajové úlohy pro disk předem zadaného průběhu hustoty.
Zajı́mavé výsledky přicházely v poslednı́ době také z numerické

oblasti, zejména od M. Ansorga a D. Petroffa. Při studiu černých děr ob-
klopených tlustým prstencem s vlastnı́ gravitacı́ (rotujı́cı́m vůči nekonečnu
jako tuhé těleso) zjistili pomocı́ numericky zı́skaných řešenı́, že pokud je
toroid dost hmotný a rotuje dost rychle, může mı́t dı́ra v jeho centru moment
hybnosti vyššı́ než je “extrémnı́” hodnota J = M2 a může mı́t dokonce
zápornou Komarovu hmotnost. (Jedná se o prvnı́ přı́klad záporné Koma-
rovy hmotnosti jednotlivého objektu v regulárnı́m prostoročasu, v němž
je všude splněna slabá energetická podmı́nka.) Numerické algoritmy jsou
dnes již schopny řešit konfiguraci černé dı́ry obklopené látkou dokonce i v
nestacionárnı́m přı́padě. Nový hydrodynamický program nedávno předlo-
žili P. Montero, J. Font & M. Shibata; při jeho testovánı́ nejdřı́ve počı́tali
stacionárnı́ a axisymetrické rovnovážné situace. Lze předpokládat, že v bu-
doucnu se budou věnovat m.j. stále ještě otevřenému problému tzv. runaway
nestability, která je dosti “robustnı́m” rysem fyziky tlustých disků kolem
černých děr. Tyto systémy se totiž typicky chovajı́ tak, že pokud se malá
část hmotnosti disku, který právě vyplňuje svou “Rocheovu oblast” (kri-
tickou hladinu efektivnı́ho potenciálu), přesune do dı́ry, změnı́ se potenciál
tak, že kritická ekviplocha kontrahuje dovnitř disku, takže je umožněn dalšı́
odtok jeho látky do dı́ry. Proces je lavinovitý a měl by vést k překotnému
zhroucenı́ celého disku pod horizont. Nestabilita byla zkoumána za různých
zjednodušenı́ analyticky i numericky, ale konečná odpověd’má teprve přijı́t.

7 Orbity v cirkulárních prostoročasech
Nejen akrečnı́ disky, ale vlastně veškeré zhruba stacionárnı́ diskovité struk-
tury tvořı́ “v průměru” látka na přibližně kruhových drahách. Studium kru-
hových orbit je tak nezbytnou součástı́ úloh v astrofyzice i jinde. V teorii
relativity zaujı́majı́ kruhové orbity výsadnı́ postavenı́ i bez ohledu na jaký-
koli “praktický” význam. Teorie totiž přinášı́ nové, ne-newtonovské dyna-
mické efekty, které se — zejména ve stacionárnı́ch a axiálně symetrických
(nebo aspoň helikálně symetrických) prostoročasech — projevujı́ v “čisté”
podobě právě na kruhových orbitách. Již ve speciálnı́ relativitě sloužı́ rov-



32

noměrně rotujı́cı́ systém jako druhá nejjednoduššı́ neinerciálnı́ “laboratoř”
(po lineárně urychlené) a Ehrenfestův “paradox” rotujı́cı́ho kotouče dodnes
vyvolává diskuse i v odborné literatuře. S obecnou relativitou vstupuje do
hry i “opravdová” gravitace (křivost), což je zvláště zajı́mavé proto, že i jejı́
působenı́ závisı́ na rychlosti (přispı́vá k nı́ totiž i kinetická energie, jak je
zřejmé z principu ekvivalence). Zdrojem pole je hustota hybnosti a jejı́ tok,
což přinášı́ efekty spojené se “strhávánı́m inerciálnı́ho prostoru” (draggin-
gem) kolem pohybujı́cı́ho se zdroje. Z většı́ části je lze pochopit v analogii
s elektrodynamikou, kde — na rozdı́l od Newtonovy teorie gravitace —
zdrojové proudy také budı́ určitou (magnetickou) složku pole.

Ve stacionárnı́ch a axiálně symetrických prostoročasech se kruhové
orbity, probı́hané stálou úhlovou rychlostı́ Ω ≡ dφ

dt , někdy nazývajı́ “kvazi-
Killingovými”, protože tečný vektor každé jednotlivé orbity

uµ =
ηµ +Ωξµ

|ηµ +Ωξµ| = ut(1, 0, 0,Ω), ut =
1

√

−gtt − 2gtφΩ− gφφΩ2

je Killingovým vektorem. Tečné pole celé kongruence kruhových orbit však
Killingovým nenı́, protože úhlová rychlost Ω je pak již obecně závislá na
mı́stě. Odpovı́dajı́cı́ čtyř-zrychlenı́ aµ = uµ;νuν se dá vyjádřit napřı́klad

aµ = −1
2

gαβ,µ uαuβ = −(lnut),µ + utΩ,µℓ = ut(γ,µ −Ωℓ,µ) , (46)

kde γ=−ut je specifická energie a ℓ=uφ moment hybnosti vůči nekonečnu.

7.1 Privilegované stacionární kruhové kongruence
V rámci stacionárnı́ch kruhových pohybů existuje několik význačných ča-
supodobných kongruencı́, které lze z různých důvodů považovat za “neobı́-
hajı́cı́”. Prvnı́ je dána úhlovou rychlostı́ Ω = ω (proto angl. zkratka LNRF)
a má ℓ = 0 (proto též zkratka ZAMO). Jejı́ tečné pole uµ je ortogonálnı́ k
nadplochám t = konst a má tedy nulovou vı́řivost. Testovacı́ částice, které
volně padajı́ z klidu z radiálnı́ho nekonečna, nemajı́ vůči ZAMO žádnou
azimutálnı́ rychlost. Statičtı́ pozorovatelé obı́hajı́ s Ω = 0, tedy jsou v
klidu vůči asymptotickému inerciálnı́mu systému. Jsou však časupodobnı́
jen vně statické meze. Prostoročasy izolovaných stacionárnı́ch černých děr
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(t.j. Kerrovy-Newmanovy) jsou algebraicky speciálnı́, konkrétně Petrovova
typu D, takže v nich existujı́ dva (dvojnásobně degenerované) hlavnı́ nulové
směry. Stacionárnı́ kruhová kongruence s Ω = a

r2+a2 (zvaná Carterova či
kanonická) je tam privilegovaná tı́m, že (kromě prostoročasových symet-
riı́) částečně reflektuje algebraickou strukturu křivosti, totiž hlavnı́ nulové
směry jsou vůči nı́ čistě radiálnı́. Kongruence je všude vně horizontu času-
podobná a jejı́ úhlová rychlost je většı́ než u kongruence ZAMO.

Poslednı́ návrh na “neobı́hajı́cı́” pozorovatele je poměrně nedávný.
Jedná se o extremálně urychlenou kongruenci, určenou vztahem pro lo-
kálnı́ extrém velikosti čtyř-zrychlenı́, ∂(aιaι)

∂Ω = 0. Jejı́ úhlová rychlost se dá
vyjádřit explicitně jen v rovnı́kové rovině; na rozdı́l od všech zmı́něných
úhlových rychlostı́ je záporná — pohyb směřuje proti rotaci centra.5 To
odpovı́dá známé skutečnosti, že kontra-rotujı́cı́ satelity přitahuje centrum
silněji než ko-rotujı́cı́. Kongruence je privilegována z několika hledisek:

• V newtonovském i schwarzschildovském poli je neobı́hajı́cı́ satelit přita-
hován k centru silněji než všechny, které nějakou tečnou rychlost majı́ —
mezi všemi stacionárnı́mi satelity na dané orbitě má největšı́ zrychlenı́.
Extremálnı́ velikost zrychlenı́ je tedy přirozeným kritériem ne-obı́hánı́.

• Čtyř-zrychlenı́ extremálně urychlených pozorovatelů je podél jejich svě-
točar přenášeno Fermiho přenosem. Pokud tedy takový pozorovatel na-
mı́řı́ setrvačnı́k do směru, který lokálně vnı́má jako radiálnı́ (směr tı́že,
daný jeho vlastnı́m zrychlenı́m), pak setrvačnı́k v tomto směru zůstane
— nebude vůči směru tı́že konat precesi.

• Tam, kde existujı́ ko-rotujı́cı́ i kontra-rotujı́cı́ kruhové geodetiky (tedy v
rovnı́kové rovině nad kontra-rotujı́cı́ fotonovou dráhou), majı́ právě vůči
těmto pozorovatelům stejně velikou (a opačně orientovanou) rychlost.
Dı́ky tomu majı́ vůči nim také stejnou periodu (neboli “gravitomagne-
tický hodinový efekt” je pro extremálně urychlené pozorovatele nulový).

• Křivku v d-rozměrném prostoru lze invariantně charakterizovat d ska-
lárnı́mi křivostmi; u světočar (d=4) je prvnı́ křivostı́ velikost zrychlenı́

5 Přesněji tomu tak je nad “kontra-rotujı́cı́” fotonovou kruhovou orbitou; pod “ko-rotujı́cı́”
fotonovou orbitou je přı́slušná úhlová rychlost naopak kladná; mezi fotonovými orbitami je
průběh (aιa

ι)(Ω) monotónnı́, tedy vůbec nemá lokálnı́ extrém.
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√
aιaι . Extremálně urychlené stacionárnı́ kruhové světočáry majı́ nulo-

vou druhou křivost (= prvnı́ torzi), tedy jsou v určitém smyslu “rovinné”.

Ve statickém přı́padě všechny uvedené kongruence “ne-obı́hajı́cı́ch” pozo-
rovatelů přecházejı́ v pozorovatele statické (Ω = 0).

Náš zájem o stacionárnı́ kruhové kongruence začal pracı́ [29], věno-
vanou geodetikám v Kerrových polı́ch, a pokračoval ve [160, 161, 165, 169,
170, 171]. Postupně jsme se soustředili hlavně na extremálně urychlenou
kongruenci a s ohledem na jejı́ vlastnosti ji navrhli jako nejpřirozenějšı́ stan-
dard “ne-rotovánı́” (tedy obdobu newtonovských stojı́cı́ch pozorovatelů) v
cirkulárnı́ch prostoročasech. (Např. i podle Bonnora & Steadmana majı́ tito
pozorovatelé “a better claim to be called non-rotating than the LNRF”.)

V článku [170] jsme se ovšem zabývali stacionárnı́mi kruhovými
pohyby i obecně a odvodili pro ně jednoduché geometrické vztahy mezi
proměnnými několika typů problémů: mechanikou jedné testovacı́ částice,
precesı́ setrvačnı́ků vůči význačným směrům, geometrickými parametry
(křivostmi) orbit zaváděnými ve Frenetově-Serretově formalismu a vlast-
nostmi celé kruhové kongruence (jejı́ vı́řivostı́ a přı́čnou deformacı́). Zajı́-
maly nás i “praktičtějšı́” aspekty, speciálně otázka, co by vlastně naměřil v
(uzavřené) orbitujı́cı́ laboratoři skutečný pozorovatel a jak by z toho mohl
dovodit parametry své dráhy a prostoročasu [181], a také zda by podob-
nou úlohu mohl vyřešit vzdálený pozorovatel na základě pozorovánı́ zdroje
obı́hajı́cı́ho kolem černé dı́ry (např. v akrečnı́m disku) [185, 102].

V poslednı́m desetiletı́ přispı́vali k dané oblasti hlavně R. Jantzen a
D. Bini a jejich spolupracovnı́ci.

7.2 Rotosféry v cirkulárních prostoročasech
Představme si testovacı́ částici obı́hajı́cı́ stálou úhlovou rychlostı́ Ω po kru-
hové dráze o poloměru r kolem sféricky symetrického tělesa hmotnosti
M . V klasické fyzice má odpovı́dajı́cı́ zrychlenı́

(

M
r2 − rΩ2

)

kladné maxi-

mum při Ω=0 a klesá do −∞ s |Ω| rostoucı́m do +∞. V relativitě to ve
velmi silném poli může být částečně nebo úplně naopak. Napřı́klad ve Sch-
warzschildově poli se zrychlenı́ chová “klasicky” nad poloměrem r=3M
fotonové kruhové orbity, avšak na r<3M má při Ω=0 (kladné) minimum
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a s |Ω| blı́žı́cı́ se největšı́ možné hodnotě r−1
√

1− 2M/r jde naopak do
+∞. V oblasti r<3M (nazvané rotosférou) tudı́ž vzrůst |Ω| vynucuje zvý-
šenı́ tahu ve směru od centra. Nastávajı́ tam i dalšı́ zvláštnosti: gyroskopy
precedujı́ souhlasně s orbitálnı́ úhlovou rychlostı́; obracı́ se Rayleighovo
kritérium lokálnı́ stability ekvatoriálnı́ho disku z částic na kruhových orbi-
tách, totiž disk je stabilnı́, pokud moment hybnosti klesá s rostoucı́m r; a
působı́-li v disku viskozitnı́ třenı́, odnášı́ moment hybnosti dovnitř, ne ven.

Rotosférám (v obecných cirkulárnı́ch prostoročasech) jsme věnovali
hlavně článek [169]. Ve srovnánı́ se statickým přı́padem docházı́ ve sta-
cionárnı́m poli k “draggingu”, dı́ky němuž již přı́mý a zpětný azimutálnı́
směr nejsou ekvivalentnı́. Radiálnı́ zrychlenı́ se pak chová “intuitivně” pro
kruhové dráhy nad vnějšı́ (kontra-rotujı́cı́) a opačně pod vnitřnı́ (ko-rotujı́cı́)
fotonovou orbitou. Mezi fotonovými orbitami zrychlenı́ monotónně klesá
z +∞ do −∞ pro Ω rostoucı́ z Ωmin po Ωmax, tedy — zhruba řečeno —
poblı́ž Ωmax se chová “intuitivně”, zatı́mco poblı́ž Ωmin opačně. V článcı́ch
[169, 170] byla vyjasněna souvislost mezi anomálnı́m chovánı́m zrychlenı́
a precesı́ gyroskopů přenášených po kruhových drahách. Našli jsme také
vztah ∂aµ

∂Ω = 2u
t (ωµι + σµι) ξ

ι mezi derivacı́ zrychlenı́ a tenzory vı́řivosti
(ωµι) a přı́čné deformace (σµι) kruhové kongruence. Tı́m se m.j. upřesnila
souvislost “rotosférových” efektů s chovánı́m složky přı́čné deformace, jež
vyvolává viskozitnı́ moment (a tı́m teplo a zářenı́) v akrečnı́ch discı́ch.

Lze očekávat, že zmı́něné anomálnı́ chovánı́ zrychlenı́ nenı́ vázáno
jen na čistě azimutálnı́ pohyb a že se projevuje i při obecném tangenciálnı́m
pohybu. Potvrdili jsme to na polárnı́ch sférických orbitách [162]; ukázalo
se, že i v tomto přı́padě tvořı́ předěl nejvnitřnějšı́ — fotonová — sférická
polárnı́ geodetika. Jsou-li centrum i sledovaná částice nabité, vstupuje do hry
i Lorentzova sı́la, která je (rovněž) závislá na rychlosti. Jak jsme ukázali v
práci [180] (viz i [27]), chovánı́ zrychlenı́ se tı́m však nijak zásadně neměnı́.

7.3 Interpretace pohybu částic a gyroskopů

Pozornost věnovaná od konce 80. let rotosférám oživila snahu o “vysvětlenı́”
jevů přı́čı́cı́ch se newtonovské intuici v obecně platném a kovariantnı́m, ale
také jednoduchém a heuristicky plausibilnı́m jazyce. Byly navrženy dvě
hlavnı́, odlišné definice “gravitačnı́ch a inerciálnı́ch sil”. V prvnı́ je gravi-
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tačnı́ sı́la striktně nezávislá na rychlosti a anomálnı́ chovánı́ je vyvoláno
obratem ve směru působenı́ odstředivé sı́ly v blı́zkosti zdroje. Odpovı́dajı́cı́
geometrickou intuici poskytuje tzv. optická referenčnı́ geometrie — kon-
formně zdeformovaná třı́-metrika, v nı́ž se světlo pohybuje po přı́mkách
(odstředivá sı́la pak působı́ na vše, co oproti němu “zatáčı́”). V druhém
pohledu se odstředivá sı́la chová “normálně”, ale gravitačnı́ sı́la obsahuje
čtverec relativnı́ho Lorentzova faktoru (“kinetická energie má váhu” jako
každá energie v obecné relativitě) a poblı́ž zdroje překoná všechny ostatnı́
sı́ly. (Zastávali jsme tento druhý pohled, např. spolu s F. de Felicem, D.
Pagem, C. Barrabèsem, B. Boisseauem & W. Israelem či V. Frolovem & I.
Novikovem. V úvodu článku [169] je přehled literatury, kde byl jeden či
druhý přı́stup použit k interpretaci různých procesů.)

Naše přı́spěvky k tématu jsou spojeny hlavně s článkem [163], v němž
jsme navrhli obecný předpis pro rozštěpenı́ čtyř-zrychlenı́ na přı́spěvky od
gravitačnı́ sı́ly, draggingu, Coriolisovy sı́ly, odstředivé sı́ly a tečné složky
inerciálnı́ho odporu. Je formulován pomocı́ veličin měřených ZAMO pozo-
rovatelem vzhledem k jeho lokálnı́ prostorové bázi LNRF.6 Ukázali jsme, že
rozklad dává “přirozené” výsledky pro jednoduché typy pohybu v Kerrově(-
Newmanově) poli a jeho speciálnı́ch přı́padech [161, 163, 180] a že posky-
tuje interpretaci různých vlastnostı́ jako jsou (de)kolimačnı́ efekty (viz [29]),
výskyt “repulsivnı́” oblasti, ergosféry a horizontu, či nedosažitelnost singu-
larity pro geodetiky, které nejsou vázány na rovnı́kovou rovinu [164, 168].
V práci [180] (pro Kerrovo pozadı́ už v [167]) jsme obdobně interpretovali
i pohyb po sférických polárnı́ch drahách a v pracı́ch [166, 167] také precesi
gyroskopů přenášených po jednoduchých typech drah v Kerrově poli.

7.4 Pohyb částice se spinem
Podél zadané světočáry uµ se spin (vlastnı́ moment hybnosti) testovacı́ho
setrvačnı́ku vyvı́jı́ podle rovnice Fermiho-Walkerova přenosu; přı́slušné
zrychlenı́ aµ na vývoji setrvačnı́ku nezávisı́, připisuje se plně dodané vnějšı́
sı́le (působı́cı́ v těžišti). To je však adekvátnı́ jen pro malé hodnoty spinu.
Požadavek podsvětelného pohybu elementů tělesa totiž zdola omezuje jeho

6 Jedná se vlastně o zobecněnı́ návrhu F. de Feliceho, učiněného ve Schwarzschildově poli
a rozšı́řeného na pole Kerrovo v [161].
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velikost (zhruba na ∼> s
m , kde s je jeho spin a m hmotnost) — a při nenulové

velikosti ovlivňujı́ vývoj tělesa i slapové sı́ly, způsobené nehomogenitou
gravitačnı́ho pole a popsané Riemannovým tenzorem. Pokud tedy světočára
předepsána nenı́ a kromě vývoje spinu je třeba řešit i samotný pohyb, jedná
se o obtı́žnějšı́, svázaný problém. Je-li těleso malé vůči poloměru křivosti
prostoročasu a z jeho multipólů se vezmou v úvahu jen prvnı́ dva (tzv.
“pól-dipól” aproximace), vede úloha na rovnice Mathissona a Papapetroua,

Dpµ

dτ
= −1
2

Rµ
νκλuνSκλ ,

DSµν

dτ
= pµuν − pνuµ ,

kde Sµν ≡
∫

x0=const

(T ν0δxµ −T µ0δxν)
√−g d3x je tenzor spinu tělesa a

pµ ≡
∫

x0=const

T µ0√−g d3x+Γµ
ρσ

uρ

u0S
σ0 = muµ−uσ

DSµσ

dτ jeho hybnost;

uµ(τ) značı́ tečný vektor k reprezentativnı́ světočáře tělesa a m≡−pσuσ

hmotnost tělesa v systému s nı́ spojeném. Rovnice je třeba “uzavřı́t” třemi
podmı́nkami, které fakticky vybı́rajı́ reprezentativnı́ světočáru (ta nenı́ jed-
noznačná už ve speciálnı́ relativitě, jelikož pojem těžiště nenı́ lorentzov-
sky invariantnı́). Rozumnými jsou podmı́nky, které se dajı́ uvést do tvaru
VσSµσ=0, kde V α je časupodobný vektor. Obvykle se volı́ jedna z podmı́-
nek S0i=0, uσSµσ=0, pσSµσ=0 (jejich význam je vysvětlen v [121]).

V článku [172] (rovněž [177]) jsme zjišt’ovali (za užitı́ podmı́nky
pσSµσ = 0), jak se “zapnutı́m” spinu změnı́ trajektorie volných částic v
Kerrově poli, počı́tané předtı́m v práci [29]. V [121] jsme pak porovnali
různé dodatečné podmı́nky a navrhli pojem “minimálnı́ světotrubice” jako
ukazatele efektivnı́ velikosti “částice”. Vykreslenı́ této trubice v několika
situacı́ch ukázalo, že při velkém spinu a ve velmi nehomogennı́m poli
(např. poblı́ž černé dı́ry) může být “pól-dipólová” aproximace problema-
tická (“částice” nenı́ vůči horizontu zanedbatelně malá). V článku [121] jsme
také navrhli dalšı́ možnou dodatečnou podmı́nku, wσSµσ = 0, kde wµ je
nějaký časupodobný vektor, paralelně přenášený podél reprezentativnı́ svě-
točáry (tedy wσwσ=−1, Dwµ/dτ =0). Za této podmı́nky platı́ jednoduše
pµ=muµ a m je konstantou pohybu, takže Mathissonovy-Papapetrouovy
rovnice znějı́

m
Duµ

dτ
= −1
2

Rµ
νκλuνSκλ ,

DSµν

dτ
= 0 .
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7.5 Poslední vývoj v oblasti
Práce o pohybu částic a jeho dynamické interpretaci vůči určité třı́dě po-
zorovatelů se objevovaly i v poslednı́m desetiletı́. Různé přı́stupy byly
porovnány a geometricky pochopeny v rámci obecného jazyka relativnı́ch
zrychlenı́, založeného na gravito-elektromagnetické praxi 3+1 rozštěpenı́
(Jantzen, Bini a spolupracovnı́ci). Rozvı́jen byl i pohled považujı́cı́ “gra-
vitačnı́ sı́lu” za striktně nezávislou na rychlosti a odpovı́dajı́cı́ pohybu v
“optické geometrii” (Foertsch et al., Jonsson, Stuchlı́k). Nedávné přı́spěvky
k otázkám pohybu částic se spinem jsou zmı́něny v úvodu článku [121].
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[8] Semerák O., 1994, On the competition of forces in the Kerr field,
Astron. Astrophys. 291, 679

[9] Semerák O., 1995, On the occurrence of rotospheres in the Kerr field,
Physica Scr. 52, 488

[10] Semerák O., 1995, What forces drive the relativistic motion?, Nuovo
Cim. B 110, 973

[11] Semerák O., 1996, Collimation (and other) effects of the Kerr field:
an interpretation, Astrophys. Lett. Commun. 33, 275

[12] Semerák O., 1996, Extremally accelerated observers in stationary
axisymmetric spacetimes, Gen. Rel. Grav. 28, 1151

[13] Semerák O., 1996, What forces act in relativistic gyroscope preces-
sion?, Class. Quantum Grav. 13, 2987

[14] Semerák O., 1997, Gyroscope on polar orbit in the Kerr field, Gen.
Rel. Grav. 29, 153

[15] Semerák O., 1997, Forces at the Kerr singularity, Astrophys. Space
Sci. 250 235

[16] Semerák O., 1998, Rotospheres in stationary axisymmetric spaceti-
mes, Annals Phys. 263, 133

[17] Semerák O., 1998, Circular orbits in stationary axisymmetric space-
times, Gen. Rel. Grav. 30, 1203

[18] Semerák O., 1999, Gravitomagnetic clock effect and extremely acce-
lerated observers, Class. Quantum Grav. 16 3769

[19] Semerák O., 1999, Spinning test particles in a Kerr field — I, Mon.
Not. R. Astron. Soc. 308, 863

[20] Semerák O., 2001, Curvature singularity around first Morgan-Morgan
disc, Class. Quantum Grav. 18, 3589

[21] Semerák O., 2002, Towards gravitating discs around rotating black
holes, in O. Semerák, J. Podolský and M. Žofka (eds.), Gravitation:
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[35] Šácha J., Semerák O., 2005, Toroidal source around a static black
hole, Czech. J. Phys. 55, 139

[36] Zellerin T., Semerák O., 2000, Two-soliton stationary axisymmetric
sprouts from Weyl seeds, Class. Quantum Grav. 17, 5103
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